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ПРЕДИСЛОВИЕ

В этой книге представлена одна из самых традицион-
ных рубрик журнала «Квант» _ «Практикум абитуриен-
та». Цель этого раздела - помочь абитуриенту научиться
решать задачи.

Каждая статья <<Практикума››- это как бы урок по
решению задач определенного типа, объединенных какой-
либо общей идеей. Обычно это задачи из конкретного
раздела физики, но иногда объединяющим <<стержнем»,
на который <<нанизываются›› задачи, служит какой-нибудь
универсальный прием или подход, применимый к задачам
из разных разделов (выбор удобной системы отсчета,
анализ размерностей, метод качественных оценок и т. д.).
Ведущий урок «учитель» - автор статьи - на разных при-
мерах показывает, как надо подходить к решению задач
данного типа, как избежать ошибок и ловушек, как про-
анализировать ответ. А

Важный совет - не идите по пути наименьшего сопро-
тивления, просто читая текст, пассивно следуя за мыслью
автора, а работайте над статьей «с карандашом в руках»,
сначала пытаясь решить задачу самостоятельно и только
потом сверяя свое решение с авторским. Так, конечно,
получится дольше, но зато гораздо эффективнее. И еще.
«Проработав›> статью, обязательно попробуйте решить
предложенные в конце упражнения - вы поймете, насколь-
ко вам удалось овладеть материалом.

Эта книга посвящена механике, но мы планируем в даль-
нейшем выпустить еще несколько сборников «Практикума
абитуриента», куда войдут статьи из других разделов
физики.
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КИ Н ЕМАТИКА

И. Слободецкий

Как вы решаете задачи на кинематику? Сколько формул
вы помните: 5, І0, 15? Очень часто абитуриенты начинают
решение задачи с выписывания большого количества формул --
формулы для пути, пройденного телом за п-ю секунду, формулы
для отношения путей, пройденных телом за последовательные
равные промежутки времени, формулы для разности квадратов
скоростей тела и так далее. Затем эти формулы пытаются
подставлять друг в друга, делить, умножать... Иногда таким
способом удается найти ответ, но чаще задачи на кинематику -
непреодолимая преграда. Это, пожалуй, один из самых трудных
разделов для абитуриентов, хотя должен быть одним из самых
простых. Давайте разберемся.

Будем сначала говорить о прямолинейном движении тела
(а под телом понимать материальную точку). Если прямую,
вдоль которой оно движется, принять за ось координат ОХ
(точка О - начало координат), то положение тела определяется
его координатой х. При движении с постоянным ускорением
координата тела меняется со временем по закону

2

х=х<›+1›о1+ _ (1)

где хо- начальная координата тела (при і=0), он-4 его на-
чальная скорость и а - ускорение. Уравнение (І) и есть первое
кинематическое уравнение равноускоренного движения тела.
Точнее сказать -- проекция на ось ОХ векторного уравнения
для радиуса-вектора Ё, определяющего положение тела (рис. І).
Поэтому проекции тех векторных величин, которые направлены

по а
--і-Ь ї-Ь '_

од ет-
О хо І Х

Рис. І
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Рис. 2

так же, как ось ОХ, положительны, а тех, которые направлены
в противоположную сторону,- отрицательны. Это нужно учи-
тывать.

Подчеркнем: уравнение (І) _ уравнение для координаты
тела, а не для пути, пройденного им. Путь-положительная
скалярная величина, которая не может уменьшаться. В то же
время координата тела может вести себя как угодно. Например,
если 00 положительно и а отрицательно (вектор скорости на-
правлен в ту же сторону, что и ось ОХ, а вектор ускорения -
в противоположную), то координата тела вначале будет увели-
чиваться, а затем уменьшаться. Это сразу видно из графика
зависимости х от І (рис. 2). Через некоторое время после начала
движения координата станет отрицательной. Только в том слу-
чае, когда тело движется в одну сторону, путь, пройденный
телом, равен абсолютному значению изменения его координаты.
Поэтому, если нам нужно найти путь, пройденный телом за
какое-то время, приходится разбивать движение на участки,
на которых тело двигалось в одну сторону, находить изменения
координаты тела на этих участках и складывать их абсолютные
величины. Но в этом нет необходимости, если нас интересуют
другие величины -_ координата, время, ускорение. Нужно просто
воспользоваться кинематическим'уравнением движения (І).

Решим с его помощью следующую задачу.
Задача І. Камень брошен вертикально вверх. Через какое

время он упадет на землю?
Выберем ось координат, направленную вертикально вверх,

с началом координат, связанным с землей. В этом случае хо=0.
щ>0 и а=-2<0. Поэтому '

Х-'=00Ґ_-ЕЕ,
2
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В МОМЄНТ ПЗДЄННЯ КЗМНЯ На ЗЄМЛЮ Х=0. ПОДСТЗВЛЯЯ ЭТО ЗІ-18-

ЧЄННЄ В КННЄМЭТИЧЄСКОЄ УРЗВНЄНИЄ ДВИЖЕНИЯ, ПОЛУЧНМ урЗВНЄННЄ

9:2-2и0:=0,
решая которое, найдем

г.=0,г2= Ш.е
Значение І1=0 соответствует моменту бросания камня, а (2 -
это время движения камня. _

Конечно, уравнение движения определяет координату тела
в любой момент времени. Воспользовавшись этим, найдем, на-
пример, тот момент, когда камень находился на высоте І1. Под-
ставляя в уравнение движения х=И, получим

}І=00Ё- Єї,
2

откуда “_ ао-т/её-23п
Е. 'І

.І2_ щ+т/её-где
Є

На высоте І1 тело было дважды- в момент 2. при подъеме
и в момент 12 при спуске (конечно, 23іг<иЁ, так как максималь-
ная высота подъема тела І1т,,,=дЗ/(28))_ ь

Часто нам нужно знать скорость тела в разные моменты
времени. Если тело движется прямолинейно и равноускоренно,
то для проекции скорости на ось ОХ имеем

и=и0+аі. (2)
Это второе кинематическое уравнение движения- уравнение
скорости. Оно, конечно, тоже справедливо во _все время движе-
ния тела (если только ускорение было постоянным).

Найдем, например, скорость камня из предыдущей задачи
в момент падения на землю. В этом случае а= -3, і=2оо/3.
Поэтому

2-
'0(Ґ) 00 2 Ё2 _ 00,

т. е. в момент падения на землю скорость камня равна начальной,
но направлена в противоположную сторону.

Уравнение (2) позволяет также легко найти время І.. макси-
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мального подъема камня. Так как в этой точке скорость камня
равна нулю, получаем

Отсюда
00[п==__
8

_- ВРЄМЯ ПОДЪЄМ3 КЭМНЯ РЭВНО ПОЛОВННЄ ВРЄМЄНН ПОЛЄТ3.

Мы видим, что два уравнения - для координаты и для
скорости - позволяют получить ответ на любой вопрос отно-
сительно движения тела. Именно их и нужно всегда помнить.

Решим еще одну задачу,

Задача 2. Свободно падающее тело за последнюю секунду
прошло І/3 своего пути. Сколько секунд и с какой высоты
падало тело?

Примем за начало координат точку бросания, а ось коорди-
нат направим вертикально вниз. Тогда координата тела зави-
сит от времени по закону

_їХ" 2
(х0=0, и0=0, а=3). Если тело падало п секунд, время паде-
ния равно пт, где т=І с, и высота падения

22п_3пт
2

Через время (п-І)т после начала движения координата тела
была равна 2/Зп, т. е.

2 __ ат-1)*т23 пт 2 .

Решая два последних уравнения совместно, найдем
пт:=ь'5,45 с, па; 145,5 м. -

Можно было выбрать и другую систему координат, например
связанную с землей и с осью координат, направленной вверх.
Тогда уравнение движения тела было бы таким:

В х=п---3;

(х0=І1, о0=0, а= -3). Здесь при і=пт х=0, а при і=(п--І)т
х=І/3/1.

Можно выбрать и еще одну систему координат - с началом
в точке бросания и осью, направленной вверх. В этой системе
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,,.._=ї'_ 2,

При І=пт х=-І1, при і=(п-І)т х1=-2/Зп.

В этой задаче выбор системы координат не очень существен,
но часто, удачно выбрав систему координат, можно значительно
упростить решение.

Рассмотрим, например, такую задачу.

Задача 3. С каким промежутком времени т оторвались от
крыши две дождевые капли, если через время І, после начала
падения второй капли расстояние между каплями было І?

Эту задачу можно, конечно, решать в системе координат,
связанной с крышей (сделайте это сами). Но удобнее перейти
к системе координат, связанной со второй каплей. Так как
капли падают с одинаковыми ускорениями относительно земли,
то их относительное ускорение равно нулю: капли движутся
друг относительно друга равномерно. Их относительная скорость
равна скорости первой капли относительно земли в момент
отрыва второй капли. _

Уравнение._движения первой капли в системе координат,
связанной со второй каплей, выглядит так:

Х=Х0+0пЁ,

где х0=3т2/2, о0=3т. При 1:11 х=І, т. е.
2

І: %- -"-21:11.

Откуда получим ответ:

т/ 2
Т= її-І--Ё -Л.

Обсудим еще такую задачу.

Задача 4. Снаряд, выпущенный вертикально вверх, взры-
вается в верхней точке траектории. На какой поверхности будут
находиться осколки снаряда через некоторое время І после
взрыва?

В системе координат, связанной с точкой взрыва снаряда
и движущейся с тем же ускорением относительно земли, что
и снаряд, осколки снаряда движутся равномерно. Поэтому через
время І каждый из них будет находиться на расстоянии 00!
от начала координат (од - скорость осколков в нашей системе
координат), т. е. все они будут располагаться на сфере радиу-
сом оьг, свободно падающей на землю.
52



Попробуйте самостоятельно решить эту задачу в системе
координат, связанной с землей.

В заключение разберем случай, когда тело движется по
криволинейной траектории с постоянным ускорением Ё. В этом
случае, спроектировав скорость 50 и ускорение 5 тела на два
взаимно перпендикулярных направлениян на оси ОХ и ОУ.
ПОЛУЧИМ 1153 ОДНОТИПНЫХ УРЗВНЄНИЯ ДЛЯ КООРДННЭТІ

. а 12х=хь+0ь;і+
2

у=уь+0<›уі+9і%
и два уравнения для проекций скорости тела:

щ=0ох+г1хі.
оу=о0у-1-ауі.

Решим с помощью этих уравнений следующую задачу.
Задача 5. Самолет летит горизонтально на высоте /1 со ско-

ростью 00. Летчик должен сбросить вымпел в точку, находящую-
ся впереди самолета. Под каким углом к горизонту он должен
видеть цель в момент сбрасывания вымпела? Сопротивление
воздуха не учитывать.

Выберем неподвижную относительно земли систему коорди-
нат с началом в точке, в которой находился самолет в момент
сбрасывания вымпела (рис. 3). Начальная скорость вымпела
равна он и направлена горизонтально, а ускорение равно 3 и на-
правлено вдоль оси ОУ. Поэтому

І2

х=и0і, у=%.
В момент І; падения вымпела на землю в выбранной нами
системе координат х=$, а у=І1 (см. рис. 3), следовательно,

до
Х

І:

_ аЁ Й Й

У

Рис. 3
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Рис. 4

'#11-5?Ц;

Ѕ=00Ґ|,

1?л= 5-.2.

Исключая І., получим

Ѕ=00 -,«/5*;8
Н

” '\/дї1 =_.=__ __
Ѕа Ѕ 00 2.

И еще одна задача.
Задача 6. Камень бросают горизонтально со скоростью со

с горы, уклон которой равен сх. На каком расстоянии Ь от места
бросания камень упадет на землю?

В системе координат, показанной на рисунке 4, положение
камня в момент времени 2 определяется координатами

Рчь
Ю

Х=00Ґ, у= 2
В момент І. падения на землю х=[.соз сх, а у=[.зіп ос, т. е.

Ь соз а=и0І,,

2

Ьзіпаїё-ї_
2

Отсюда 2
Ь 200 ЅіП 01

3 сов? сх

Можно было бы выбрать и другую систему координат, напри-
мер показанную на рисунке 5. Иногда это бывает удобно. В этой
СИСТЄМЄ
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Рис. 5

0ох= 00 СОЅ 0:, ш›у= 00 эіп ос,

11×=Є ЅіП 01. ау=-дсоза.

Поэтому
- 2

х=и0 сов ов-І-|-__--3эт; 1 ,
2

у=00 51;-1 а.$_

Подставляя в эти уравнения значения х иу при І=і1 (х=І_,
у=0) и решая их совместно, найдем ответ.

Упражнения
І. Камень свободно падает с высоты І1. За какое время он проходит

последний метр своего пути? 1 .
2. Камень, брошенный вертикально вверх, на высоте И побывал

дважды с интервалом времени т. С какой начальной скоростью он был
брошен?

3. Цель, находящаясяна вершине холма, видна под углом сх к гори-
зонту с того места, где находится орудие. Какой должна быть началь-
ная скорость снаряда, чтобы попадание было точным, если ствол орудия
наклонен к горизонту под углом В, а высота холма равна Ь?

4. Камень роняют в реку. Какой будет картина волн?
5. Два автомобиля одновременно прошли перекресток и едут по

улицам, составляющим угол ов друг с другом. Скорости автомоби-
лей равны 0. и 02. Через какое время расстояние между автомоби-
лями будет равно І? Указание. Удобно выбрать систему координат,
связанную с одним из автомобилей.

ІІ



ДИНАМИКА МАТЕРИАЛЬНОИ ТОЧ КИ
В. Грушин, А. Диденко, Г. Дубровский

Основу динамики материальной точки составляют три закона
Ньютона. Они позволяют выбрать наиболее удобнуюдля описа-
НИЯ ДВИЖЕНИЯ СИСТЄМУ ОТСЧЄТ8, СВЯЗЫВЕІЮТ УСКОРЄНИЄ ТЄЛ8

С ДЄИСТВУЮЩИМИ На ЭТО ТЄЛО СИЛЗМИ И УСТЗНЗВЛИВЗЮТ НЄКО-

ТОРЬІЄ ВЗЖНЫЄ ЗЗКОНОМЄРНОСТИ ВЗЗИМОДЄИСТВИЯ ТЄЛ. НЭПОМ-

НИМ ЭТИ ЗЗКОНЬІ.

Первый закон Ньютона: существуют такие системы отсчета,
относительно которых движущиеся тела сохраняют свою ско-
рость постоянной, если на них не действуют другие тела или
действия других тел компенсируются. Эти системы отсчета
называются инерциальными. Существуют и такие системы от-
счета, в которых утверждение, высказанное в первом законе
Ньютона, не выполняется. Подобные системы отсчета назы-
ваются неинерциальными.

После того как сделан выбор какой-либо инерциальной си-
стемы отсчета, можно приступить к изучению и описанию
взаимодействия тел и характера их движения.

Многочисленные эксперименты показали, что единственной
причиной изменения скорости данного тела в инерциальных
системах отсчета является взаимодействие его с другими те-
лами (или с полем), т. е. действие на тело силы.

Второй закон Ньютона выражает связь -между силой и
ускорением - сила, действующая на тело, равна произве-
дению массы тела на сообщаемое этой силой ускорение:

В _ г=та (п
Этот закон можно сформулировать и иначе -- изменение
импульса тела равно импульсу силы, действующей на тело:

д(тб)= РА: (2)
(здесь А(тъ›) _ изменение импульса тела за промежуток време-
ни Ш).
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Третий закон Ньютона гласит, что тела действуют друг

Ю-В

на друга с силами, направленными вдоль одной и той же прямой,
равными по абсолютной величине и противоположными по на-
правлению. Например, при столкновении двух тел (рис. І) воз-
никают две силы упругости, связанные соотношением

Р'12=-Ёп.
где Ґ12-сила, действующая на первое тело со стороны вто-
рого, и Ё; -сила, с которой первое тело действует на вто-
рое. Силы всегда появляются парами.

Довольно часто абитуриенты дают неправильный ответ на
вопрос: находятся ли тела системы, изображенной на рисунке І,
в равновесии? Причиной этого является, видимо, нечеткость
чертежа: противоположно направленные силы кажутся прило-
женными к одной точке. Хотя на самом деле сила Ё? при-
ложена к телу І, а сила Ёп - к телу 2, так что на каждое тело
действует лишь одна сила. Значит, ускорение каждого тела не
равно нулю, и равновесия нет.

Решение задач по динамике нужно начинать с анализа
сил, действующих на данное тело, причем необходимо четко
представлять, действие какого другого тела характеризует
каждая сила. Затем следует определить направление каждой
силы, направления движения (скорости) и ускорения рассмат-
риваемого тела.

Пусть, например, небольшое тело покоится на наклонной
плоскости (рис. 2). Сколько сил действуют на него? Тело
взаимодействует с Землей - это действие характеризуется си-

Рис. 2

13
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лой тяжести ту, направленной по вертикали вниз,*и с по-
верхностью наклонной плоскости - это действие характеризует-
ся силой реакции Ё. Так как тело находится в равновесии,
векторная сумма сил должна быть равна нулю, поэтому сила
І? по абсолютной величине равна тд, а направлена по верти-
кали вверх. Иногда действие опоры (и не только поверхности
наклонной плоскости) на тело описывают двумя силами: силой
упругости Н, направленной по нормали к поверхности (силой
нормальной реакции), и силой трения Ёр, направленной вдоль
поверхности. Векторная сумма этих сил равна силе реакции
опоры (см. рис. 2):

Л+Ртр=Ё.

Ключом к решению большинства задач динамики является
второй закон Ньютона, который математически записывается
в виде векторных уравнений (І) или (2). Однако в боль-
шинстве случаев оказывается более удобным записывать этот
закон в проекциях на координатные оси. Например, вектор-
ное уравнение (1) в общем случае может быть заменено тремя
скалярными, записанными в проекциях на три оси координат:

Р_(їтад, Руїтау, Р;-їтаг.

Заметим еще,_ что при анализе условия задачи необходимо
ясно представлять смысл упрощающих предположений, содер-
жащихся, как правило, в тексте задачи. Так, если рассмат-
ривается система тел, связанных нитью, то одним из таких
дополнительных условий является обычно невесомость нити.
Термин «невесомость» в этом случае не совсем корректен,
точнее было бы сказать, что масса- нити пренебрежимо мала.
Что дает это упрощение? Оно позволяет считать, что натя-
жение нити во всех сечениях одинаково. Если бы нить обладала
массой, то натяжение изменялось бы вдоль нити. Для примера
разберем такую задачу.

Задача І. Однородный стержень длиной І и массой т
движется по гладкой горизонтальной плоскости под действием
силы Ё, приложенной к торцу стержня и направленной
вдоль оси стержня (рис. 3). Определите натяжение стержня
в сечении, отстоящем от этого торца на 10.

14



.Сила Ґ является единственной горизонтальной силой, дей-
ствующей на стержень. Под действием этой силы 'стержень
движется с ускорением 5, которое легко найти, используя вто-
рой закон Ньютона. Направим координатную ось Х вдоль оси
стержня в сторону движения стержня (см. рис. 3). В проекциях
на эту ось второй закон Ньютона имеет вид

Р,,=та,,, или в данном случае Р=та.

Мысленно отсечем от стержня переднюю часть длиной
10. Оставшаяся часть имеет длину І-10 и массу т(І-10)/1
(так как стержень однороден). Эта часть стержня движется
с тем же ускорением а, что и весь стержень, под действием
искомой силы натяжения Т. Запишем для нее второй закон
Ньютона в проекциях на ось ХІ

Т-т([Г1°)а--Р(І -

Анализ полученного выражения показывает, что натяжение
стержня линейно убывает от максимального значения Р до
нуля с увеличением расстояния 10 от нуля до І (рис. 4).

Таким образом, ясно, что если речь будет идти о нити или
тросе, масса которых не является пренебрежимо малой, то
необходимо учитывать изменение натяжения при переходе от од-
ного сечения к другому.

Рассмотрим теперь несколько задач, в которых требуется
определить максимальное или минимальное значения некото-
рых физических величин.

Задача 2. Груз массой т, подвешенный на нерастяжимой
нити длиной 1, отводят в сторону так, что нить принимает
горизонтальное положение, и отпускают (рис. 5). Определите
максимальное натяжение нити при движении груза.

7

Тд ___ Х 1 Й

Р. ь
Т

, _ _ __ (Х

О І 10 * ту

Рис. 4 Рис. 5
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Найдем зависимость абсолютной величины силы натяже-
ния Т нити от угла а, образуемого нитью с вертикалью.
На груз, кроме силы натяжения, действует еще сила тяже-
сти направленная под углом ос к нити. Запишем второй
закон Ньютона в проекциях на неподвижную ось Х, составляю-
щую угол ов с вертикалью в тот момент, когда нить совпа-
дает с этой осью:

Т- тд сов от = та,.
Так как нить нерастяжима, груз движется по окружности
радиусом 1 и а, представляет собой центростремительное
ускорение:

ахї

Здесь 0 - линейная скорость груза, которая тоже зависит
от угла сх. Однако ее нетрудно найти, исходя из закона сохра-
нения механической энергии

гпи2
Т= ГГІЄҐІ,

где п=І сов ов.
Учитывая все записанные соотношения, получаем

Т = Эту сов ов.

Максимальное значение силы натяжения соответствует условию
сов а=І и составляет величину

Ттах `=

Это значение силы натяжения достигается при а=О, т. Є.
в тот момент, когда нить вертикальна. Центростремительное
ускорение груза при этом равно 23 и направлено вертикаль-
но вверх. '

Задача 3. В условиях предыдущей задачи определите,
какой угол с вертикалью образует нить в тот момент, когда
проекция скорости груза на вертикальное направление наи-
большая.

В начальный момент, когда груз находится в положе-
нии І, его скорость равна нулю. Разумеется, равна нулю и
проекция скорости на вертикальную ось У (рис. 6). В положе-
нии 2 вертикальная нроекция скорости опять равна нулю,
так как скорость направлена горизонтально. Значит, при дви-
жении груза из положения І в положение 2 эта проекция сна-
чала увеличивается, потом уменьшается, и где-то она макси-
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мальна. Найдем условие максимума вертикальной проекции
скорости груза.

При движении груза его ускорение тоже непрерывно
изменяется: в положении І оно равно 3* и направлено верти-
кально вниз, а в положении 2 ускорение по абсолютной ве-
личине равно 23 и направлено вертикально вверх. Сле-
довательно, в какой-то момент (в точке 3 на рисунке 6) вер-
тикальная проекция ускорения обращается в ноль, а верти-
кальная проекция скорости принимает максимальное значение.
Это и есть условие, которое позволяет найти ответ на вопрос
задачи. .

Запишем второй закон Ньютона в проекциях на верти-
кальную ось У для момента, когда тело находится в точке 3:

Т сов а.-тд=0,
где оп - угол между нитью и вертикалью. Из решения
предыдущей задачи

Т=3ту сов а.
Тогда получаем

Зтд сов2 а - ту=0,
откуда

1сов а= 7 и а:=ь*54°.
\/3

Можно получить ответ более коротким путем. Как известно,
в точках экстремума функции ее производная обращается
В НОЛЬ. ВСРТИКЗЛЬНЗЯ ПРОЄКЦИЯ СКОРОСТИ В ПРОИЗВОЛЬНОМ

11О.ї1ОЖЄНИИ ГРУЗЭ ОПРЄДЄЛЯЄТСЯ СООТНОШЄНИЄМ

и,,= и віп а= 1/231 сов а віп ос.

Найдем производную по оп и приравняем ее к нулю:

-1/ І
СОЅ2 а*'

17
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Условие 3со$2а- 1 =О совпадает с условием максимума, най-
денным выше.

Задача 4. Тело массой т движется равномерно по гори-
зонтальной поверхности под действием силы Ґ (рис. 7). Коэф-
фициент трения равен р.. При каком значении угла а си-
ла Ё имеет наименьшую абсолютную величину?

На тело действуют четыре силы: сила Ё, сила тяжести тё,
сила нормальной реакции поверхности П и сила трения Ётр.
Под действием этих сил тело движется равномерно и пря-
молинейно.

Запишем второй закон Ньютона в проекциях на горизон-
тальную и вертикальную оси:

аігтрїо,

2 А/-1-Рвіпа--т,9=0.
1 .

Кроме того,
Ртрїцм.

Из этих трех уравнений находим
р_ Ртё

сов ое-)-р віп а '
Мы видим, что абсолютная величина силы Ё является

функцией угла а. Чтобы найти экстремум этой функции, вы-
числим ее производную и приравняем к нулю:

-р.т3(-він а+рсов ов) ___0
(сов а+ р. він а)9 '

Отсюда
13 оъ=р, и а=агсі3 р.

Задачу можно решить и другим способом. Заменим дей-
ствия сил П и Ґтр действием одной силы _ силы реакции опо-
ры І? (см. рис. 7). Так как тело движется равномерно, вектор-
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ная сумма всех сил равна нулю, т. е. силы тд, К и Р обра-
зуют замкнутый треугольник. Одной из его сторон является
сила тяжести ту, направленная вертикально вниз. Другая сто-
рона треугольника - реакция опоры Н. Величина этой силы
зависит от направления силы Ґ, но направление ее неизменно
и определяется лишь величиной коэффициента трения (см.
рис. 7):

18 13= Е,ў1=н-

Сила Ё, вообще говоря, может быть направлена под лю-
бым углом оа к горизонту. Но тело движется равномерно,
и треугольник сил должен быть замкнут. Это достигается тем,
что одновременно с изменением направления силы Ё из-
меняется ее величина и величина силы Ё. На рисунке 8 изобра-
жены два треугольника, определяемые соотношениями

тЁ+Ё1+Р1=0
Н

тё+1?'2+РЪ=о.
Из этого рисунка видно, что сила Ё будет минимальной по
абсолютной величине в том случае, если она перпендикулярна
к линии действия силы Ё. Очевидно, что при этом угол ее
наклона к горизонту

сх = В = агсід р.

Упражнения

1. Барон Мюнхгаузен при полете на Луну использовал пушку
с длиной ствола І.=600 м. Чтобы отправить снаряд в меж-
планетное пространство, ему нужно было сообщить скорость
о=12 км/с. Определите, с какой силой давил на дно снаряда барон
Мюнхгаузен, находящийся внутри снаряда, если его масса т=80 кг.
Считайте, что снаряд в стволе пушки двигался равноускоренно в на-
правлении но вертикали вверх. 1

2. Два тела массами пп и ту, связанные нерастяжимой нитью
пренебрежимо малой массы, движутся под действием силы Ґ по
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горизонтальной поверхности (рис. 9). Коэффициент трения грузов о по-
верхность р. Во сколько раз изменится натяжение нити, если коэф-
фициент трения уменьшится в два раза?

3. Пожарный держит шланг под углом а=30° к горизонту. Расход
воды из шланга О=50 кг/с. Скорость вытекающей воды и=20 м/с.
На сколько при этом увеличивается сила давления пожарного
на пол?

4. На рисунке 10 изображена система двух тел массами т.=2 кг
и т2=3 кг, соединенных нерастяжимой нитью, перекинутой через
неподвижный и подвижный блоки. В начальный момент первое тело
находится посередине наклонной плоскости длиной І.=3 м, составляю-
щей угол а=30° с горизонтом. Через какое время это тело достигнет
края наклонной плоскости, если коэффициент трения о плоскость
р=0,25? Трением в блоках, а также массой блоков и нити пре-
небречь.
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СИЛЫ ТРЕНИЯ И ДВИЖЕНИЕ
' Л. Асламазов

Как известно, движению тела часто препятствуют силы
трения.

Если соприкасаются поверхности твердых тел, их относите.л ь-
ному движению мешают силы сухого трения. Характерной
особенностью сухого трения является существование зоны
застоя. Тело нельзя сдвинуть с места, пока абсолютная ве-
личина внешней силы не превысит определенного значения.
До этого момента между поверхностями соприкасаюшихся
тел действует сила трения покоя, которая уравновешнвает
внешнюю силу и растет вместе с ней (рис. І). Максималь-
ное значение силы трения покоя определяется формулой

'Ртр тих = И-~'»

где р _ коэффициент трения, зависяший от свойств соприка-
саюшихся поверхностей, Й _ сила нормального давления.

Когда абсолютная величина внешней силы превышает зна-
чение Ртр так, возникает относительное движение -~ ПРО-
скальзывание. Сила трения скольжения обычно слабо зависит от
скорости относительного движения, и при малых скоростях ее
можно считать равной Ртрттд.

гтъ
І

ът ' ““ е

\

. _ . _, Ь ~~1›
0 дв! Р

Рис. І
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Рис. 2

Движению тела в жидкости и газе препятствуют силы
жидкого трения. Главное отличие жидкого трения от сухо-
го -- отсутствие зоны застоя. В жидкости или газе не возни-
кают силы трения покоя, и поэтому даже малая внешняя
сила способна вызвать движение тела. Обычно сила жидкого
трения при малых скоростях пропорциональна скорости, а при
больших - квадрату скорости движения.

Обсудим несколько конкретных задач.

Задача І. При экстренной остановке поезда, двигавшегося
со скоростью о=70 км/ч, тормозной путь составил з=І00 м.
Чему равен коэффициент трения между колесами поезда и
рельсами? Каким станет тормозной путь, если откажут тормоза
в одном из п=І0 вагонов? Массу локомотива принять рав-
ной массе вагона, силами сопротивления воздуха пре-
небречь.

_При торможении ускорение Ё поезду сообщает сила тре-
ния Ґтр: .

Мдїртр,

где М -- масса всего состава. Сила трения представляет со-
бой авнодейств ющ ю всех сил т ения, действ ющих на составУ
(рис. 2), и равна по модулю Ртр=р/\/=рМ,9. Следовательно,

РП,
“= тг="ё'~

С другой стороны,
(11 її
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Отсюда получаем
2_ 0 ,.__,

“_” Е /ч./0,2.

В том случае когда не работают тормоза у одного из
вагонов, суммарная сила трения, действующая на вагоны и ло-
комотив, равна

РЁ›= Р-дтё.

где т _ масса одного вагона. Масса всего состава М =(п + І)гп,
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так что т=М/(п+І). Ускорение поезда в этом случае со-
ставляет

а*_Р$'р_ п
М п-|-Ір'Е'

а тормозной путь _

___а2_п+Іи2_ 1 _5* ёдцс, п 2%, 5(1-І-Ъ-)_110 м.

ВЗЖНО ПОНИМЗТЬ, ЧТО СИЛ8 ТРЄННЯ НЄ ВСЄГД8 ТОРМОЗИТ
движение. Во многих случаях движение становится возмож-
ным именно благодаря ей. Смогли бы вы, например, раз-
бежаться на скользком льду? Очевидно, нет _ в лучшем
случае вам удалось бы бежать на месте. Сила трения между
подошвами и землей, препятствуя проскальзыванию, создает
необходимое для разгона ускорение.

Задача 2. При каком коэффициенте трения человек смо-
жет вбежать на горку высотой І1=І0 м с углом наклона
о:=0,1 рад за время і=І0 с без предварительного разгона?
Считайте, что мощность- человека не ограничивает время дв.и-
жения, а сопротивление воздуха мало.

Сила трения РТР, действующая на человека, препятствует
проскальзыванию и поэтому направлена вверх (рис. 3). На че-
ловека также действуют сила тяжести тё и сила реакции Ё.
Величина последней силы определяется из условия равенства
нулю суммы проекций всех сил на направление, перпендику-
лярное плоскости горки (в этом направлении нет ускоре-
ния):

К=т3 соз ов.
Как видно, сила реакции Н, а значит, и равная ей по моду-
ЛЮ СИЛ3 НОРМЗЛЬНОГО ДЗВЛЄНИЯ М, МЄНЬШЄ СИЛЫ ТЯЖЄСТИ. ДЛЯ

СИЛЫ ТРЄНИЯ ПОЛУЧЗЄМ

Ртр= р.1\/= итд сов оь.

а
Ч/С

_ 15 _ . __ ..

И _ її" 13;-.›':С . '_ І: '_ ,. - -. 1:. ','^І 'Й-."'\<

-1-ей гг '-=;д'›<-.~-_
д.,гы*1*, ` - -›'Ё*г±;:Ё,~5ё<є; -Ь; ~Г_= __-›~ . <,._ ~:-, .\-;-.-,›-~ -- т ›_

.-Ё 17?-'дгЁ€ЁЁ{'-Эд; та., 'й,7~,д1*1*_:,;-_*-д~;*;1Ё$*:\>”!Ё$; *
1",і ^ 1~ї-191-Ы. ..-:.'а..±':ъ±; 2-=--Е.-››~
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Напишем теперь второй закон Ньютона, спроектировав
все силы на направление вдоль плоскости горки:

та=р.т3 сов о:_т3 віп сх.
С другой стороны, ускорение связано со временем движе-
ния и пройденным путем кинематической формулой

И 21- _ -“' _
вт сх 2

Из последних двух уравнений для коэффициента трения
получаем

2/1и---2 _ -1-і9оъш0,3.
ді вт оп сова

Если человек не вбегает на горку, а сбегает с нее, то сила
трения, препятствуя скольжению, может тормозить его движе-
ние. Благодаря этому, человеку удается медленно спускаться
с горки. -

Задача 3. Какую минимальную скорость будет иметь че-
ловек, сбежавший с горки высотой п=І0 м с наклоном
а.=0,І рад при козффициенте трения р=0,05?

Проектируя силы, действующие на человека, на направле-
ние плоскости горки (рис. 4), для модуля ускорения получаем

а=3 віп ов-ру сов ов.

Конечная скорость человека равна
ь= 1/2ь1= \/2дл<1-ь<:±дь)›~.,- 10 м/с.

При р.,213 оп человек может стоять на горке и, следовательно,
может спускаться с нее как угодно медленно.

Разумеется, все сказанное относится не только к человеку,
но и к автомашине. Сила трения между шинами и шоссе,
препятствуя проскальзыванию, разгоняет автомобиль, когда
колеса соединены с двигателем. Эта же сила, также препят-

К `
1 »_ь . .

ц\ ` ›-'_. _ ,_~;.\ Ё. _ -,_-с-т ,
._~4 Ґ, .^_ _._-;'1 ' ў,_ _ г-_ _

,А г~;~ ..____`:_. 1 , _

_-_э=ід _ __`__ (_. .“,_-,;5__~;_ -
а __.-Ёп д. г Ц; * , ` 'її " `

.~' ч_д__.`;]___;=с. .,_
*Ё -.-« г: _;-; _

1%- 11 Т ": _ ' »
_.дъЁ: :і ,_.д;_ -_д;- ;

- 2 -2:4 -
#91 -~:~:'Ё'1~ _" - , , 1' " 5,3 _`€?..›-,д ьпдцёгід .-±_дъ'.:.~'-33" `* “Ё -›

.
Ж”іїї.
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Рис. 4
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ствуя проскальзыванию, тормозит движение автомобиля, когда
к колесам прижаты тормозные колодки.

Рассмотрим теперь роль силы трения при движении тела по
окружности.

Задача 4. У края диска радиусом І? лежит монета
(рис. 5). Диск раскручивается так, что его угловая скорость
линейно растет со временем: ш=єі. В какой момент времени
монета слетит с диска, если коэффициент трения между диском
и монетой и? Какой угол с направлением к центру диска об-
разует сила трения в этот момент?

До тех пор пока монета лежит на диске, ее линейная ско-
рость и равна линейной скорости диска:

и=шК=вІ?І.

Как видно, эта скорость не постоянна, а линейно растет со
временем. Следовательно, монета движется с ускорением, проек-
ция которого на направление касательной к окружности
равна а|=еК. Кроме того, поскольку монета движется по
окружности, у нее есть и центростремительное ускорение (т. е.
проекция ускорения на направление к центру окружности)
а2=и2/К=є2НІ2. Таким образом, ускорение монеты равно
(см. рис. '5)

а =\/аї+ аЁ=ві<'1/І + е2і4.
Единственной силой, действующей на монету в плоскости

диска, является сила трения. По второму закону Ньютона, она
и создает ускорение:

та=Р`т,,.

Подставляя сюда выражение для а и для максимального зна-
чения силы трения: Рт,,=р.т3, получаем, что монета может ле-
жать на диске до момента

Из.: ЮІО

Ф:= -1)Щ.
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При є>|19/К монета слетит сразу же, так как сила трения
будет не в состоянии обеспечить столь большое ускорение
монеты.

Направление силы трения совпадает с направлением уско-
рения монеты, поэтому

_ Щ Ед, у ргвг Й --1/2
тд а аг в2Ёіі Й (ей/її І)

Многие задачи на силы трения удобно решать, -используя
закон сохранения энергии.

' Задача 5. Тело, скользящее со скоростью и по гладкой поверх-
ности, влетает на шероховатую поверхность с коэффициентом
трения р. (рис. 6). При какой минимальной длине тела І оно
остановится так, что часть его еще будет находиться на гладкой
поверхности?

Из закона сохранения энергии следует, что начальная ки-
нетическая энергия тела равна работе, совершаемой против
сил трения:

то2_ =Ат ,2 '” _
При нахождении работы необходимо учесть, что сила трения
меняется по мере перемещения тела с гладкой поверхности
на шероховатую. Если на шероховатой поверхности находится
часть тела длиной х, то

г,,,= Еёд

т. е. сила трения пропорциональна пройденному пути. Поэтому
при перемещении всего тела работа равна

І І

АТР:

О І 0 2

І

1

е /<гп, д
Рис. 6

26



'Ч/'

-займ

7І/////////////////////І/ІІ!
' д` ` 5*-4:9; ;.ъ,=;;;г:;:;ъ=--:- *ї_;.-*т.,ч±1_

&:ё'.гьег<;<±;~=_-і.±.=±;_.;-; -`;.:›~;--; . . _-1:.
0/////////////////////////А

0) 67 за С  
Рис. 7

ПОДСТЕІВЛЯЯ ЭТО ВЬІРЗЖЄНИЄ В УРЕІВНЄНИЄ, ВЬІРЭЖЗЮЩЄЄ ЗЗКОН

СОХРЗНЄНИЯ ЭНЄрГИИ._ДЛЯ МИНИМЗЛЬНОИ ДЛИНЫ ТЄЛ8 ПОЛУЧЗЄМ

02
І=-.

Р-Н
В заключение рассмотрим довольно часто встречающееся

явление _ заклинивание: в некоторых случаях невозможно
преодолеть силу трения, даже прикладывая очень большую внеш-
нюю силу.

Задача 6. Стержень вытаскивают из трубы, имеющей диа-
метр, несколько больший диаметра стержня (рис. 7, а). В зазор
между стержнем и трубой попадает песчинка, имеющая форму
параллелепипеда (отношение а/Ь =0,1). Оцените, при каком зна-
чении.коэффициента трения между песчинкой и поверхностя-
ми стержня и трубы стержень не удастся вытащить из трубы.
Считайте, что коэффициент трения между трубой и стержнем
пренебрежимо мал.

При движении стержня между ним и песчинкой возникает
сила трения Ёр. Эта сила, действуя на песчинку, создает мо-
мент, вращающий ее вокруг точки О (рис. 7, б). Если этот
момент больше момента силы реакции Ё, вращающего песчин-
ку в обратную сторону, вытащить стержень не удастся, так
как песчинка будет вдавливаться в стержень. Стержень закли-
нит, когда

РТР І віп а=КІ сов сх,

Ртр<_|.1,/\/.

Учитывая, что сила реакции равна по модулю силе нормаль-
ного давления: К=/\/, получаем, что при р>с±3оь стержень
вытащить не удастся. В нашем случае сід саша/Ь=0,1, так что
при р>0,І силу трения не удастся преодолеть даже очень боль-
шой внешней силой.
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Упражнения
І. На наклонной плоскости лежит тело массой т. Коэффициент

трения между телом и плоскостью р. Найдите модуль силы трения,
действующей на тело. в зависимости от угла наклона плоскости аь.

2. На листе бумаги лежит монета массой т. С каким максималь-
ным ускорением можно тянуть лист бумаги, чтобы монета с него не
соскользнула, если коэффициент трения монеты о бумагу и? Как при
этом направлена сила трения, действующая на монету?

3. Нажимая на педаль «газ», водитель увеличивает мощность,
развиваемую двигателем автомобиля. При какой мощности начнется
пробуксовка колес автомобиля, если коэффициент трения между шинами
и дорогой р=0,2, масса автомобиля т=ІО00 кг, скорость и=60 км/ч,
КПД двигателя г|=40 %?

4. Водитель автомобиля внезапно увидел перед собой стену, пре-
граждающую дорогу. Что выгоднее ему сделать: затормозить или
свернуть в сторону?

28



КРИ ВОЛИ НЕИ НОЕ ДВИЖЕНИЕ
А. Шеронов

Движение тел по криволинейным траекториям часто встреча-
ется в природе и технике. Это, например, движение спутников

Си метеоритов в поле тяжести Земли или планет и комет в поле
тяжести Солнца, движение заряженных частиц в ускорителях
или некоторых деталей в различных механизмах.

Напомним основные закономерности, справедливые для
криволинейного движения. Как известно, скорость тела всегда
направлена по касательной к траектории и при движении может
изменяться и по модулю, и по направлению. В общем
случае вектор ускорения тела не совпадает по направлению
со скоростью, а составляет с ней некоторый угол. Часто бывает
удобнее говорить не о самом ускорении, а о двух его проекциях.
Одна из них, так называемая тангенциальная (или касатель-
ная) проекция ат,_ это проекция на направление скорости
(т. е. на направление касательной к траектории). Эта проекция
характеризует изменение модуля скорости. Другая, так называе-
мая нормальная (или центростремительная) проекция ан.-
это проекция на направление, перпендикулярное к вектору
скорости. Она характеризует изменение направле'ния скорости.
В частности, при равномерном движении тела по окружности
ускорение имеет лишь одну проекцию _ нормальную к
скорости и изменяющую лишь ее направление. Модуль этой
проекции равен квадрату модуля скорости, деленному на
радиус окружности: а,.=и2/К

Небольшой участок любой криволинейной траектории всегда
можно представить как часть некоторой окружности, радиус
соответствующей окружности называют радиусом кривизны
траектории в данном месте. Поэтому выражение а.,=и2/К МОЖ-
но использовать для определения радиуса кривизны траек-
тории К

Наконец, для тела, движущегося по криволинейной траекто-
рии, так же как и для тела, движущегося прямолинейно,
справедлив второй закон Ньютона: векторная сумма всех
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действующих на тело сил равна массе тела, умноженной на
вектор его ускорения.

Рассмотрим несколько конкретных задач на криволинейное
ДВИЖЄНИЄ ТЄЛ8.

Задача І. С земли брошено тело с начальной скоростью
он под углом от к горизонту. Найдите зависимость танген-
циальной и нормальной проекций ускорения тела от высоты
его подъема. Сопротивление воздуха не учитывать.

После броска на тело действует только одна сила _
сила притяжения к Земле, поэтому в любой точке траектории

о-Ь _.

ускорение тела а равно ускорению свободного падения 3
(рис. І). Тангенциальная и нормальная проекции ускорения
равны, соответственно

а,=,9 віп съ и а..=3 сов а.
Здесь ов - угол, который составляет с горизонтом скорость 0
тела на высоте /1.

Запишем закон сохранения энергии:

2 ,.217100 ть!-__ = _ т /12 2 + 3

и найдем выражение для модуля и скорости тела:

0 = 1/0%-23%: .

Во время движения проекция скорости на горизонтальное
направление остается постоянной и равной ао сов ао. Тогдг
(см. рис. І)

анїз СОЅ а_8'0о СОЅ По Й 3`0о(ї0Ѕ
О \2 -Ні 3

_'\/І)о_23'/І '

а - віп ос- \/ І -сов 2:1- _\/иёзіп 2%-2Нп'_8 *-8 '-3 ой-2дп ?'
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В полученные формулы можно ввести максимальную высоту
подъема тела пт,,,,=(иЁ віп2 ао)/(23):

Н ..а = сов ов _, ї"*“_ д
" 8 О Лтд,-п в1пГоь0'

- И -Нат=8' 511] а,0.”« _тах . ў_.
Йтах-п вппїїхь

Задача 2. Конечный участок ВС горы разгона на лыжном
трамплине представляет собой дугу окружности радиусом
і?=І5 м (рис. 2). Полная высота горы Н=50 м. Найдите
модуль ускорения лыжника в точке С, если угол а=30°. Счи-
тайте, что лыжник спускается с горы без начальной скорости.
Трением пренебречь.

При движении по горе разгона на лыжника действуют
две силы. Это _ сила тяжести тд, направленная вертикально

-ь

вниз, и сила реакции опоры М, направленная, в отсутствие
трения, по радиусу кривизны траектории, в нашем случае _ по
радиусу СО. Равнодействующая этих сил и сообщает лыжнику
искомое ускорение 5:

-9 _; _;

та=т3+І\/.
По теореме косинусов для треугольника сил имеем (см. рис. 2).

(та)2 =(т3)2 + А/2 -- 2гпд1\/ сов а.
-о

Пусть и_скорость лыжника в точке С. Нормальная проек-
ция ускорения а.,=и2/К создается соответствующими проек-
циями сил ту и /7:

2
ЁЁ-=І\/-тд сов ов.

.м-ь›:`_ч-

,Ё Р ,`

-г,-5 *"'( і, Д
.:. ,. ;"!Ё._-Ж\_є1“9Ё;=: _; ; |~.- '--: ' ., ;,_ І . ,

4. ' ' ` ;\-'Ч-;\'. "
1 -' -тїг - -,ът 1

н - С--Ё..д: ' - 1,, : Р-
'.. .'. У- _ ,_є` 1»-

` Нлида,І -,»-,. ьддў. _, її:

'1 <_`;` гг- т|*'г3Ґ=."`

ъ:1`Ё^',_Ёёїдї `1_., И ҐІЁЁЁ_:'#5_ Ґ0.-ЁЁ, "И-11. ¦1' д_Ь`_'
Ё-'Ё'1'^ тд-_;от М

` '-
К -̀* е' `-'тд-зы_--*ъ**'І›* И*'Чта Ёадё-1 ;`*`*Тї*ї'э1-: ”

\В ту
Рис. 2
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Исключая А/ из последних двух уравнений, получим
_4

І

2__ 2 . 2 02 2а _,<; вт а+ _ .
Ё

ПОДСТЗВИМ СЮДЗ ЗНЁІЧЄНИЄ МОДУЛЯ 1) СКОРОСТИ ЛЬІЖНИКЗ ИЗ ЗЗКОНЗ

Сохранения ЭНЄРҐИИ

т:›2Ё- =тд(Н-і\'(І -сов а))

и найдем модуль ускорения лыжника:
4_ _ _ _ _ _ _ Т -І

- - На=д`\/віп* а+4(-Ё - І +сов а)2-:.~:64 м/с2±_

Это же значение можно получить из несколько других
рассуждений. При движении по дуге окружности нормальная
проекция ускорения равна а..=и2/К, а тангенциальная проек-
ция, создаваемая только соответствующей проекцией силы тя-
жести, равна а,=3 віп ов. Тогда модуль ускорения равен

а= \/аЁ+аЁ=`\/32 віп2 сх+(%-)2.

Задача 3. Небольшое тело, находящееся на полусфере радиу-
сом К, начинает скользить по ней без трения (рис. 3). Определите
координаты точки, в которой тело достигнет горизонтальной
плоскости.

Некоторое время после начала движения тело будет скользить
по полусфере, а потом, оторвавшись от нее, будет двигаться
как тело, брошенное под углом к горизонту.

Введем систему координат ХОУ, как показано на рисунке 3.
Сначала найдем координаты хь и уо точки отрыва тела от полу-
сферы, а также модуль и направление скорости до в момент
отрыва.

У

Т."'.-:
«__ да.: 3,

-.-1'\'гъ`- |-_ '-
-7 : '.› ` ~.';-' НЁҐ
Т"Ё-_-~^Ё"*:. ' ` Ё ”*'Ґ $- ь/ «Ё_ зе .,._- < д› _ .
~-Ч.^':Т:~: -г Ё" _ .чи -~'-- ' _ 1--' т - \_`,7, г_'..'.“.-.±_',, _ ъ

Ґ` ,_1,- ._,_~:; '- Ё-ІЅ _* ' _ _ « __ Ё ,_ 0
-!:,І'\ 'Е-.\' _- - -':' '

;*-Чт-“Ъ

їх

 », ><

'1ї_="›Ґ:}:.г _-
'5'=Ё-'.- ' -"І "Е . ъїїді '._..- _,›-_};.Ёї_,`.<_, ъїёс д.ў,;_,_,Ё

у '**"'ї'*`±1 ~- д* із? '0 'д1\:в:'ЄЁЭь т цдмц .._ 1; "*\\5'
'Ч-'* _ ' `-. 'Ри-г 1 'Ч >_ 1.

~ 7 ' І2'~і;7`* - 15"- -І '- . '/:_ І
.~ Зч, Ёдч  '-ї! ду !';?5ъЁ ' 1' "гже."“< " - ' *$;т'. . .= не _: . › __-. -. 5 й' 1 '*" _ Ёб*З'7'-Ё
,ац _ _" _ц -Ґёїтїд 55"..-«..-. .--;.-._ .` пр _ 1..3” Ъ- .

__ 1,'.\" _..' __";:›,-, 'гс

,О / д

Рис. 3
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Движение тела по полусфере происходит под действием двух
сил - силы тяжести тд и силы нормальной (так как отсут-
ствует трение) реакции П. В момент отрыва сила реакции об-
ращается в ноль, так что нормальное ускорение а..=иё/К
телу сообщается только соответствующей проекцией силы тя-
жести:

2
-%-,В =т2 СОЅ (10.

Решая это уравнение совместно с уравнением, выражающим
закон сохранения энергии:

2

%)Ё= т31~?(І -соз ао) ,

2 231?соз а =-- = _-___° з * °° \/ з
Координаты точки отрыва равны, соответственно,

найдем

уо=і? соз ао:-ё,

Хо= \/Ё2_уй=-й/Ё-Є.

Теперь запишем уравнения движения тела после отрыва от
полусферы:

х=х0+и0 соз ао-І,

. 1**у=у0--со эт оао-І-%.

ОЧЄВНДНО, ЧТО В МОМЄНТ ДОСТНЖЄННЯ ГОРНЗОНТЗЛЬНОЙ ПЛОСКОСТН
ВЄРТНКЗЛЬНЗЯ КООРДННЗТЗ ТЄЛ3 СТЗНОВНТСЯ РЗВНОЙ НУЛЮІ

у=0. -

Координату х найдем из соответствующего уравнения движе-
ния, подставив туда значения начальных условий (хо, 00, ао), а
также время полета до удара, полученное из условия
у=0:- й

х=1,ІІ2.
Задача 4. По горизонтальной поверхности с постоянной ско-

ростью оо катится без проскальэывания колесо радиусом К.
На ободе колеса находится материальная точка массой т.
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Определите модуль и направление силы реакции, действующей
на точку, а также радиус кривизны ее траектории в зависимости
от положения точки на ободе.

Пусть мгновенное положение материальной точки на ободе
колеса характеризуется углом а (рис. 4). С точки зрения наблю-
дателя в неподвижной системе координат (например, связан-
ной с землей), точка участвует в двух движениях -- в поступа-
тельном движении вместе с колесом с постоянной горизон-
тальной скоростью оо и во вращательном движении вокруг
центра колеса с угловой скоростью он/К. - _

Воспользуемся тем, что в одинаковых инерциальных систе-
мах отсчета ускорения тела одинаковы. Рассмотрим систему
координат, движущуюся вместе с центром колеса со скоростью
он. В этой системе материальная точка равномерно движется по
окружности. Нормальное ускорение Ё.. (а,.=оЁ/К) ей сообщают
две силы - сила тяжести тё и сила реакции Й. По теореме
косинусов из треугольника сил имеем (см. рис. 4) ^

7 _ *__ *Ч ____1 І

А/ =`\лт3)2 + - 2(т3)(%;-Ё-)соз а..

-5

Направление силы А/, определяемое углом ср, можно найти из
того же треугольника по теореме синусов:

. т зіпа(р=агс$1п

Найдем теперь радиус кривизны траектории точки. Как мы
уже говорили, в неподвижной системе координат скорость точки
6 СКЛВДЬІВЗЄТСЯ НЗ СКОРОСТЄЙ ЄЄ ПОСТУПЗТЄЛЬНОГО Н ВРЗЩЗ-

тельного движений (см. рис. 4). По теореме косинусов квадрат
модуля скорости равен

ь*=ь%+ь%-2ь%сь5 (1во°_а)=2ь%(1 -1-сов а).

йт до

0 ' так с до 0

д
Рис. 4
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- Рис. 5

Проекция ускорения точки на направление, перпендикулярное
к скорости, равна

2По Ц0 =--сов-.і Н 2
ТОГД8 РЗДНУС КРНВИЗНЬІ ТРЗЄКТОРНН ТОЧКИ РЗВЄН

2 отг=-Ё-=4І2 сов-.
а_1_ 2

Упражнения
І. Небольшое тело соскальзывает без трения с поверхности полу-

сферы (см. задачу 3). Определите направление, под которым тело от-
скочит от горизонтальной плоскости, и максимальную высоту его
подъема после отскока. Удар тела о плоскость считайте абсолютно
упругим.

2. Диск радиусом К, закрученный около своей оси с угловой ско-
ростью ш, бросают со скоростью и под углом а к горизонту (рис. 5).
Определите радиус кривизны траектории точки А диска в момент его
максимального подъема. Плоскость диска все время остается верти-
кальной.

3. Автомобиль массой т=І03 кг начинает двигаться с постоянной
тангенциальной проекцией ускорения ат=І м/с2 по шоссе в виде дуги
окружности радиусом К=100 м. Какую максимальную скорость
он наберет до начала проскальзывания колес по асфальту, если
коэффициент трения скольжения ц=0,3? Какую мощность должен раз-
вить к этому моменту двигатель автомобиля?

2* за



СТАТИ КА
Л. Асламазов

Какие условия накладываются на силы, приложенные к
телу, если тело находится в покое? Ответ на этот вопрос дает
статика. -

Прежде всего ясно, что сумма всех сил (разумеется, вектор-
ная) должна быть равна нулю. В противном случае _ по второму
закону Ньютона - тело обязательно двигалось бы с ускорением.
Но одного этого условия недостаточно. Если, например, при-
ложить к телу две силы, равные по величине, но противоположно
направленные (и такие, чтобы линии их действия не совпадали),
то, очевидно, векторная сумма сил равна нулю, но тело не будет
находиться в покое - оно будет вращаться (рис. І).

Вторым условием, которому должны удовлетворять силы,
является равенство нулю суммы их моментов относительно

_..

какой-либо точки. Напомним, что моментом силы Р относи-
тельно точки О (рис. 2) называется произведение РН, где
І1 - расстояние от точки О до линии действия'силы (плечо
силы). Момент положителен, если сила стремится вращать
тело против часовой стрелки, и отрицателен в противоположном
случае. Точку О можно выбирать произвольно. В самом деле,
если сумма всех сил, приложенных к телу, равна нулю и сумма
моментов всех сил относительно какой-либо точки равна нулю,
то сумма моментов относительно любой другой точки также
равна нулю. Рассмотрим, например, момент относительно
точки От:

ІІІ

~"5.`.

йдъІ Чё_
.І-'Ґ

11г1'ц "ч«Р.-1 Ё= _:;:':*'Е.Й
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!`*'-Щ-'.4:› і*ті.. . _̀,.-Іыъ1%"\Ё

д''. _.~; .4;-І
1)1.

Ё~
.;

_д~,4:;.. 5»т1*"- .`_дм;т _дэ.-_.ї --"_.мг. ;Айту1?
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.Ч14"\ г-І..ігг'

_'-5-_`*" -.›
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Рис. І Рис. 2
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ГІ1т=Р(І1-а сов а)=РІ1-аР сов а.

Величина Рсоза - это проекция силы на направление ОО2.
Так как векторная сумма всех сил, по условию равна нулю,
то и сумма их проекций на любое ,направление тоже равна
нулю. Поэтому -

2РІи=2Рп-а2Р соза=0. _
Итак, для того чтобы тело находилось в покое, должны

быть равны нулїо векторная сумма всех сил и алгебраическая
сумма (т. е. сумма с учетом знаков) моментов всех сил отно-
сительно произвольной точки.

Казалось бы (поскольку направление, на которое мы про-
ектируем силы, и точка, относительно которой мы считаем мо-
менты, могут быть произвольными), выбирая различные направ-
ления и различные точки, можно получать сколько угодно
уравнений для нахождения сил, приложенных к телу. Однако
это не так. Часть полученных уравнений окажется следствием
других. Для случая, когда все силы лежат в одной плоскости,
можно записать всего три уравнения. Какими именно условиями
равновесия удобнее пользоваться, зависит от конкретной за-
дачи.

Рассмотрим несколько примеров.

Задача 1. Труба массой т лежит, на земле. Какое мини-
мальное вертикальное усилие надо приложить для того, чтобы
приподнять ее за один из концов (рис. 3)?

Задача решается в одну строчку, если воспользоваться
уравнением моментов относительно точки О:

тдё-РІ=0,

где І - длина трубы, откуда

_'ш-Ч;1=_ 2 .

.;*^ї<ет± н;',›:.., г ї'ї`*-її “
/О Й

т9
Рис. 3
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Правильный выбор точки позволил сразу же исключить из
рассмотрения неизвестную силу А/, которая нас в этом случае
не интересовала. ~_

Задача 2. К вертикальной гйадкой стене в точке А на
веревке длиной 1 подвешен ш-ар массой т (рис. 4). Чему равны
сила натяжения веревкисила давления шара на стенку,
если радиус шара К? - - О

Воспользуемся уравнением моментов относительно центра
шара О. Моменты сил тяжести тё исилы реакции 17 относи-
тельно точки О равны нулю. Следовательно,'линия действия
силы натяжения Т также проходит через центр шара.

В качестве двух других условий можно взять, например,
РЗВЄНСТВО НУЛЮ ПРОЄКЦНЙ ВСЄХ СИЛ На ГОРИЗОНТЭЛЬНОЄ Н ВЄРТН-
КЗЛЬНОЄ НЗПРЗВЛЄНИЯІ т- '

Тсозоь=т3, Тзіпоь=/Ч.
Из чертежа находим, что

_\/(і+д)2-Ё - _ Ёсова--_дї-, зтпа-1:-І_7(_.

Таким образом,

Т: тЁ([+Ш тдк .

ц/(1-|-к)*_к2 \/1+К)”-К*

7
А

І

та

Рис. 4 '
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Рис: Ъ

Задача 3. Шар массой т опирается на две гладкие плоскости,
образующие двугранный угол. Нижняя плоскость наклонена
к горизонту под углом а., а верхняя - под углом В к нижней
(рис. 5). Определите силы, с которыми шар давит на
плоскости. П

Запишем уравнение моментов относительно точки А:
тдд зіп ов-МК віп В=0.

Отсюда ~0__ тд Ѕіп 0,
' віп В `

е Сила А/1 так же легко находится из уравнения моментов
относительно точки В:

МК зіп В-т3К зіп (В+а)=О,
НЛН

М! _ тд $іп(|З+а)
І ' В 'ЅІП

Во многих случаях равновесие становится возможным только
благодаря силам трения, которые уравновешивают приложен-
ные силы. При этом важно понимать, что сила трения покоя
не всегда равна ил/ (р - коэффициент трения, А/ -- сила нор-
мального давления). Это выражение дает только максимально
возможное значение силы трения. Так, например, сила трения,
действующая на тело, покоящееся на наклонной плоскости с
углом наклона ов, просто равна составляющей _силы тяжести,
параллельной наклонной плоскости:

Она становится равной
р1\/= рт); соз а
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только в момент начала движения при а=агс±3 р. 'На тело,
свободно лежащее на горизонтальной плоскости (а=0),
сила трения вообще не действует.

Вот - примеры.

Задача 4. К совершенно гладкой вертикальной стенке при-
ставлена лестница массой т, наклоненная под углом от к
горизонту. Как направлены и чему равны силы, действующие
на лестницу со стороны стенки и пола?

Спроектируем все силы, действующие на лестницу, на гори-
зонтальное и вертикальное направления и воспользуемся
уравнением моментов относительно точки В (рис. 6):

туё-соз ов-А/Аізіп а=0,

где І -- длина лестницы. Из этого уравнения находим давление
на стенку:

/\/,1 =і;-ст; оп.

Сила трения, действующая на лестницу со стороны пола,
равна РТР:/\/А, а давление на пол равно А/В=т;_3. Сле-
довательно, сила реакции пола равна

:г= \дЁЬ7Ё=%ёї\/=ш

и наклонена к горизонту под углом

|З=агсї3%%=агс13(213сх).
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Линию действия силы К можно получить и построением: она
должна проходить через точку О пересечения линий действия
сил 17,4 и тё, так как сумма моментов всех сил относительно
этой точки также равна нулю.

Таким образом, мы получили, что для достижения равнове-
сия сила трения должна равняться (тд/2)с13 ов. Это возможно,
если коэффициент трения р>Рт,,/А/д=(<:±3 ьь)/2. При н=
=(с±3 ов)/2 сила трения равна максимально возможному значе-
нию р/Чд, при больших и для достижения равновесия достаточно
некоторой части максимально возможной силы трения.

Заметим, что нужное для равновесия значение рт зависит от
угла а: при ов-›0 (лестница почти горизонтальна) нужен боль-
шой коэффициент трения, а при от-›л/2 коэффициент трения
может быть достаточно малым.

Задача 5. Какой минимальной горизонтальной силой можно
опрокинуть через ребро кубик, лежащий на горизонтальном
полу?

Обычно при решении такой задачи исходят изтого, что при
_;

ОПРОКИДЬІВЗНИИ МОМЄНТ ПРИЛОЖЄННОЙ СИЛЫ Р ОТНОСИТЄЛЬНО ОСИ

вращения О (рис. 7) уравновешивает момент силы тяжести тд.
Это, конечно, правильно. Но почему мы при этом не учитываем
момента силы давления со стороны пола? На этот вопрос часто
отвечают неверно. Дело в том, что сила /7 не всегда проходит
через центр кубика. Когда мы прикладываем к кубику силу Ё
линия действия силы А/ (равнодействующей сил давления пола
на кубик) смещается в сторону точки О, а в момент опрокидыва-
ния сила /7 проходит через эту точку и поэтому ее момент
равен нулю.

Итак, выбором точки О для уравнения моментов мы исключа-
ем из рассмотрения силу реакции пола и упрощаем решение
задачи. Ясно, что сила Ё будет минимальной, когда она прикла-

Р_; ___ --Й

'иІ М
'×0 4

Рис. 7
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дывается к верхней грани кубика и равна по модулю

_Щ'1=..2.
При любом ли коэффициенте трения между кубиком и

полом возможно такое опрокидывание? Очевидно, нет. Для
опрокидывания необходимо, чтобы при Р=т3/2 кубик еще не
начал скользить по плоскости. Следовательно,

І
%ё-<Ртртах=дтЁ› или

Интересно, что кубик можно опрокинуть и при меньшем
коэффициенте трения, причем силой, меньшей чем тд/2.
Подумайте, как при этом надо направить силу.

Упражнения .~ ' ~

І. Каков должен быть коэффициент трения для того, чтобы клин,
заколоченный в бревно, не выскальзывал из него? Угол при вершине кли-
на о:=30°.

2. На наклонной плоскости с углом наклона к горизонту от
стоит цилиндр радиусом г. Какова наибольшая высота цилиндра,
при которой он еще не опрокидывается? Цилиндр сделан из однород-
ного материала.

З. Колесо радиусом г и массой т стоит перед ступенькой высотой 11.
Какую наименьшую горизонтальную силу надо приложить к оси колеса,
чтобы оно могло подняться на ступеньку?

4. На земле лежат вплотную два одинаковых бревна цилиндриче-
ской формы. Сверху на них кладут такое же третье бревно. При
каком минимальном коэффициенте трения между бревнами они не рас-
катятся? По земле бревна не скользят.



ЗАКОН ВСЕМИРНОГО ТЯ ГОТЕН ИЯ

В. Можаев

Среди различных сил, действующих во Вселенной, пожалуй.
самой распространенной является сила тяготения. Под действием
этой силы планеты Солнечной системы, включая нашу Землю.
движутся по своим орбитам вокруг Солнца. Эта сила притягивает
к центру Земли все находящиеся на ней тела. Против
этой силы была направлена вся мощь двигателей космического
корабля, когда 4 октября 1957 года впервые в мире на около-
земную орбиту был выведен искусственный спутник Земли.

Первым, кто понял роль силы тяготения, был Ньютон.
Анализируя законы Кеплера, которые описывают движение пла-
нет по своим орбитам вокруг Солнца, он пришел к заключению,
что для удержания планеты на орбите должна существовать
сила, направленная точно от планеты к Солнцу и обратно
пропорциональная квадрату расстояния между ними. Однако
главная заслуга Ньютона в том, что он сумел понять, что
сила притяжения планеты к Солнцу - это частный случай
силы тяготения, действующей между любыми двумя телами. Не
случайно закон, открытый Ньютоном, называется законом
всемирного тяготения. Это один из фундаментальных законов
природы.

В простейшем случае, когда взаимодействующие тела можно
считать материальными точками (размеры тел малы по сравне-
нию с расстоянием между ними), закон всемирного тяготения
формулируется так:

Любые две материальные точки притягивают друг друга с
'силой Ґ, направленной по линии, их соединяющей, прямо про-
порциональной их массам тд и тд и обратно пропорцио-
нальной квадрату расстояния г между ними:

ҐП.|Гп2
1:=0-77. (*)

Здесь О=6,67-10“"Н-м2/кг2 - гравитационная постоянная
(впервые она была измереиа Кавендишем).
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Если размерами тел пренебречь нельзя, тела нужно мыслен-
но разбить на небольшие участки, такие, чтобы их можно было
считать материальными точками. Для каждой пары материаль-
ных точек нужно записать закон тяготения в виде (:=) и найти
соответствующую силу притяжения, а затем - все полученные
силы сложить. Оказывается, для сферически симметричных
тел (например, для шара или сферического слоя) силу притя-
жения можно считать непосредственно по формуле (ж), пони-
мая под г расстояние между центрами масс взаимодействую-
щих тел.

Гравитационные поля (поля тяготения) являются потен-
циальными, т. е. работа поля по перемещению тела из точки І
в точку 2 не зависит от формы траектории, а определяется
лишь разностью потенциальных энергий тела в точках І и 2
соответственно:

А|2=Ер| -Ер2.

Из этого равенства ясно, что определенный физический смысл
имеет лишь разность потенциальных энергий в различных
точках поля. Численное же значение потенциальной энергии в
отдельной точке особого смысла не имеет, оно всегда опреде-
ляется с точностью до некоторой постоянной величины. Вот
почему при решении конкретных задач нулевой уровень
потенциальной энергии можно выбирать произвольно, в наибо-
лее удобной точке.

Обычно для определения потенциальной энергии тела мас-
сой т, поднятого на высоту /1 над землей, пользуются
формулой

Ер==

Однако это равенство справедливо лишь для значений /1, много
МЄНЬШНХ радиуса Земли КЗ (І1<К3). Если такое условие не
выполняется, потенциальную энергию надо считать по-другому.
Поясним это на конкретной задаче.

Задача І. Полагая в бесконечности (т. е. на большом
расстоянии от Земли, где сила тяготения пренебрежимо мала)
потенциальную энергию тела равной нулю, найдите зави-
симость потенциальной энергии Ер от расстояния г от центра
Земли.

Ограничимся областью г,>І2д.
Потенциальная энергия ЕР. тела массой т, находящегося

на расстоянии г от центра Земли, равна работе, которую совер-
шает поле тяготения, перемещая это тело из данной точки в
бесконечность. Поскольку в потенциальном поле работа не зави-
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сит от формы траектории, будем считать, что тело переме-
щается вдоль радиального направления. При перемещении те-
ла из точки І, находящейся на расстоянии г. от центра
Земли (рис. І), в точку 2, отстоящую от центра Земли на рас-
стояние г2, поле совершает работу

'* '*' м м тмА.2= Ѕ-г(г)аг= Ѕ-0 -"%,,івг= 0 тиз _ о тд.
При условии, что точка 2 бесконечно удалена, первое слагаемое
равно нулю (при г2-»во І/г2-›О). Таким образом, зависимость
потенциальной энергии от расстояния г от центра Земли имеет
вид

тмз

_- О __-Ґ 9

где М3 - масса Земли. График этой зависимости изображен
на рисунке 2. -

Разберем еще несколько задач.

Задача 2. Определите, какую минимальную скорость надо
сообщить находящемуся на поверхности Земли телу для того,

5,1

° -Э
На 1

М_ 6.713.
дэ

Рис. 2
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чтобы оно ушло из сферы действия гравитационного поля
Земли. ' ф

Прежде всего заметим, что искомую скорость называют вто-
рой космической скоростью он. Для определения ее модуля вос-
пользуемся законом сохранения энергии.

Сразу же после запуска, т. е. непосредственно у поверх-
ности Земли, кинетическая энергия тела равна тиї,/2, а его
потенциальная энергия равна -ОтМ3/КЗ. Полная механиче-
ская энергия

тоїд тМ3
Е- "т""°'тї~

Когда тело удалится от Земли на бесконечно большое рас-
стояние (уйдет за пределы действия поля тяготения Земли),
потенциальная энергия тела станет равной нулю. Очевидно,
что при этом кинетическая энергия тоже обратится в нуль (мы
ищем минимальную начальную скорость тела). Поскольку пол-
ная энергия тела не изменяется, получаем

тоїд тМ3
2 - С -КЗ -- 0.

Отсюда

/ М /
0||= КМ/С

(3=9,8 м/с2 - ускорение свободного падения у поверхности
Земли). -

Заметим, что он в -\/Ё раз больше щ=\/3К3._ первой
космической скорости, которую надо сообщить находящемуся
на поверхности Земли телу для того, чтобы оно стало спутником
Земли.

Задача 3. Искусственный спутник, используемый в системе
телесвязи, запущен в плоскости земного экватора так, что все
время находится в зените одной и той же точки земного шара.
Во сколько раз радиус К орбиты спутника больше радиуса
Земли К3=6400 км? Ускорение свободного падения у поверх-
ности Земли 2=9,8 м/с2.

По условию задачи, спутник все время находится в зените
одной и той же точки земного шара. Следовательно, спут-
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ник равномерно движется по круговой орбите радиусом К,
причем его угловая скорость со равна угловой скорости враще-
ния Земли шд.

На спутник -массой т действует однасила - сила тяжести,
модуль которой - - *

р=6Ш
122 '

Эта сила и сообщает центростремительное ускорение спутнику:
М _

0 --тдгз = т(02К›.

Отсюда найдем шї:

Мз Мз 'КЁ дэ 32_ ______ ________і __
со __6 КЗ іс ГЁ КЗ _- '

С другой стороны,

2 2
ш2:(_д_%=(-її) ,

где Т - период обращения Земли вокруг собственной оси
(сутки).

Приравнивая два последних выражения, получим

(Ё'%)3= 7% (%)2-нзоо.

И

1% ш6,7.

Задача 4. Космонавты, высадившиеся на Луну, должны
возвратиться на базовый космический корабль, который летает
по круговой орбите_на высоте, равной радиусу Луны К,г;=
=!740 км. Какую начальную скорость на поверхности Луны
необходимо сообщить лунной кабине, чтобы стыковки с базовым
кораблем стала возможной без дополнительной коррекции ве-
личины скорости кабины? Ускорение свободного падения на
поверхности Луны 3Л=І,7 м/с2.'

Запишем уравнение движения космического корабля:
тМд тиЁ

0** ,
(2Кд) ЁКЛ
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где т -- масса корабля, Мд - масса Луны, а он-линейная
скорость движения корабля по круговой орбите. Из этого урав-
нения найдем

2 МЛ мл дл Рл
= О і- = ._-_ _ _._0* 2ид 0`йї' 2 "д” 2 '

Для того чтобы стыковка лунной кабины с базовым ко-
раблем произошла без дополнительной коррекции, скорость ка-
бины в момент сближения с кораблем должна быть равна
по модулю скорости корабля. Связь между начальной ско-
ростью кабины о на поверхности Луны и ее скоростью он на
орбите" корабля можно найти из закона сохранения полной
энергии кабины:

то2 О тмд 1 тиё О тмл .
2 яд 2 2ид

Подставляя в это уравнение выражение для иЁ, получим

о- ї'8лКд~ ,І км/с.

Упражнения
І. Камень бросают вертикально вверх на полюсе Земли со ско-

ростью, равной первой космической для Земли. На какую высоту под-
нимется камень? Сопротивление воздуха не учитывать.

2. Один из спутников Юпитера движется по орбите радиусом
/?1=4,22-105 км и совершает полный оборот за время Т.= І,77 сут. Во
сколько раз масса Юпитера больше массы Земли? Известно, что Луна
движется по орбите радиусом І?2=З,8- 105 км с периодом Т2=27,3 сут.

З. Искусственный спутник вращается вокруг Земли по круговой
орбите радиусом К. Какую минимальную дополнительную скорость
необходимо сообщить спутнику, чтобы он ушел из зоны притяжения
Земли (на бесконечность)?



. ЗАКОНЫ КЕПЛЕРА
И ШКОЛЬНАЯ ФИЗИКА

В. Белонучкин

На приемных экзаменах в вузы, например в Московский
физико-технический институт, а также на школьных физических
олимпиадах нередко встречаются задачи, в которых требуется
рассмотреть движение планет (или их спутников) и определить
соответствующие параметры их орбит. Большую помощь в
решении таких задач может оказать знание законов Кеплера, с
которыми учащиеся знакомятся в школьном курсе астрономии.

Вспомним законы Кеплера.
Первый закон: каждая планета обращается вокруг Солнца по

эллипсу, в одном из фокусов которого находится Солнце.
Второй закон: радиус-вектор планеты за одинаковые проме-

жутки времени описывает равные площади.
Третий закон: квадраты периодов обращения двух планет

вокруг Солнца относятся как кубы больших полуосей их орбит.
Если центральным <<светилом›› является не Солнце, а,

например, Земля (или иная планета) и нас интересует движе-
ние ее спутников, также можно пользоваться законами Кеплера.
Надо просто Солнце заменить на Землю, а планеты - на спут-
ники.

Рассмотрим несколько задач, решение которых предполагает
знание законов Кеплера. Попутно вспомним и другие, в частно-
сти количественные, сведения из астрономии; они тоже могут
оказаться полезными при выяснении параметров орбит планет,
комет,спутников.

Чуть более тридцати лет назад, 12 апреля 1961 года, человек,
говоря словами К. Э. Циолковского, «вышел из колыбели»
в Космос. Юрий Гагарин, первый космонавт Земли, на косми-
ческом корабле «Восток» совершил один оборот вокруг зем-
ного шара. Помните ли вы продолжительность этого полета?
Если нет, то не можете ли рассчитать ее?

Задача І. Какова минимальная возможная продолжитель-
ность полета спутника вокруг Земли?
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В' силу третьего закона Кеплера, полет вокруг Земли,
-требующий наименьшего времени, должен проходить по эллипсу
с минимальной большой полуосью. Очевидно, что таким эл-
липсом является окружность (эллипс с совпадающими фокуса-
мй), примыкающая к поверхности земного шара.

Продолжительность полета можно вычислить различными
способами. Мы выберем, может быть, не самый простой метод.
но зато такой, который непосредственно использует законы
Кеплера.

Вспомним, что естественный спутник Земли - Луна - СО-
вершает один оборот за время (звездный месяц) Тл=
=27,3 сут=2,З6-106 с. Средний радиус орбиты Луны гд=
=3,84-105.км, радиус Земли, а следовательно, и радиус «самой
быстрой» (по времени) траектории спутника К3=гт,,,=6,38 ›<
х 103 КМ.

Остается_ подставить эти данные в выражение третьего
закона Кеплера

Тйчіпі ї гйтіп

Тл Гл

и мы найдем

Ґтіп 3/2 3Тті,,=Тд - ж5,06-1О' с:::84 мин=1 ч 24 мин.
Гл

Заметим, что полет Ю. Гагарина продолжался 1 ч 48 мин,
т. е. корабль «Восток» сделал чуть более одного витка.

Конечно, расчет параметров круговых орбит - дело сравни-
тельно несложное. Мы могли бы, например, воспользоваться
значением первой космической скорости для спутника, запускае-
мого с Земли, и, зная радиус его орбиты, вычислить период.
Но когда приходится заниматься действительно эллиптически-
ми орбитами, имеющими заметный эксцентриситет, нас могут
выручить только законы Кеплера.

Задача 2. Спутник движется вокруг Земли по круговой орбите
радиусом 3193 (рис. І). В результате кратковременного действия
тормозного двигателя скорость спутника уменьшилась так, что он
перешел на зллиптическую орбиту, касающуюся поверхности
Земли. Через какое время после торможения спутник призем-
лится?

50



^

Щ

Рис. І

До приземления спутник должен пройти половину эллиптиче-
ской траектории, большая полуось которой, как нетрудно ви-
деть, равна 2123. Искомое время торможения т можно найти
непосредственно из третьего закона Кеплера, если использовать
результаты предыдущей задачи:

- (2т)* _ (2Рз)“
Ттіп __ КЗ ,

откуда
т=\/ЁТ,,,,,,ж7,1 -103 сж119 минг=:2 ч.

_ В 1986 году окрестности Солнца посетила, пожалуй, самая
знаменитая комета Солнечной системы - комета "Галлея, Впер-
вые ученые смогли наблюдать ее не только с помощью приборов,
расположенных на Земле: на свидание с кометой были отправле-
ны автоматические космические станции. Давайте и мы проведем
небольшое «исследование» кометы - ведь следующая встреча
с ней «не за горами».

Задача 3. Минимальное расстояние кометы Галлея от Солнца
г,,,,,,=0,6 а. е. (І астрономическая единица=І а. е.=І,5><
)<108 км -- радиус земной орбиты.) Зная период обращения
кометы Т=76 лет, найдите, насколько далеко она уходит от
Солнца.

Мы недаром выбрали в качестве единицы времени год, а
единицы длины - расстояние от Земли до Солнца. Ведь проще
всего параметры орбиты кометы сравнить с параметрами орбиты
Земли.

Из третьего закона Кеплера найдем большую полуось орбиты
кометы Галлея а:
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Т 2/3 Т 2,/З _
а-їа3(-їз) ==Ґ()(,Т) а. Є.

(г0=1 а. е., Т0=1 год). Теперь нетрудно определить максималь-
ное удаление кометы от Солнца: -

гП,,,,,=2 а-гт,,,ж35,2 а. е.ш5,З- 109 км.

Задача 4. Используя сведения из задачи 3, оцените макси-
мальную и минимальную скорости кометы Галлея.

Перигелий орбиты кометы во много раз ближе к Солнцу.
чем а_фелий. Следовательно, мы не допустим большой ошибки,
если будем считать, что вблизи перигелия комета движется
не по эллиптической, а по параболической орбите. Это означает,
что в перигелии скорость кометы равна так называемой второй
космической скорости (или параболической скорости) относи-
тельно Солнца, т.ме. той минимальной скорости, при которой
комета может преодолеть гравитационное притяжение Солнца.

Известно, что вторая космическая скорость од в \/Ё раз
больше первой космической скорости од, вычисленной для того же
расстояния от центра притяжения.* Значит, нам надо знать
первую космическую скорость для расстоянйя гт,,,=0,6 а. е. от
Солнца. А вычислить ее можно с помощьюдзаконов Кеплера,
используя в качестве ориентира Землю и зная, чтоцскорость дви-
жения Земли по орбите равна и0=30 км/с (если вы не помни-
те это значение, его можно легко вычислить, поделив длину
орбиты на продолжительность периода обращения).

Теперь несколько преобразуем выражение третьего закона
Кеплера - выразим период обращения через скорость и
радиус:

1 _ ЕЁПГІ/01112 г._ Й
_- (ЁЛГ2/0|2)2 , Г2 -_гцэь

'ЧҐ-ю С: Б”
С

:9~3

Таким образом, первые космические скорости и радиусы орбит
(круговых) связаны соотношением

“12 "
Отсюда для первой космической скорости кометы Галлея в пе-

* См., например, статью «Закон всемирного тяготения». Получен-
ное там выражение для потенциальной энергии те.ла в поле тяготе-
ния позволяет, кстати сказать, найти точное решение задачи 4. Для
этого достаточно применить закон сохранения энергии совместно со
вторым законом Кеплера. Попробуйте сделать это самостоятельно.
(Прим. ред.)
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ригелии получаем

Го01к=00
тіп

СЛЄДОВЗТЄЛЬНО, ИНТЄРЄСУЮЩЗЯ НЗС МЗКСИМЗЛЬНЗЯ СКОРОСТЬ,

Т. Є. ВТОРЗЯ КОСМИЧЄСКЕІЯ СКОРОСТЬ КОМЄТЬ1 В ПЄРИГЄЛИИ, РЗВНЗ

2Г0от,,=о,,=оН,,=о0 \/ 7- #55 км/с.
ППП

Скорость в афелии, или минимальную скорость отіп кометы
Галлея, можно вычислить из второго закона Кеплера. Равен-
ство площадей, <<заметаемых›› радиусом-вектором за одинаковые
промежутки времени, означает, что длина радиуса-вектора
(расстояние от Солнца) и скорость кометы в данной точке
обратно пропорциональны друг другу, откуда .

. г -о,,,і,,=о,.=-от Ш1 шО,9З км/с.
ҐҐПЗХ

Мы видим, что скорость кометы в афелии во много раз
меньше скорости в перигелии. Очевидно, комета большую
часть периода обращения проводит вдали от Солнца и лишь
ненадолго наведывается в его окрестности.

Однако продолжим «исследование» кометы Галлея.

Задача 5. Какое время затрачивает комета Галлея на про-
хождение дальней от Солнца половины своей орбиты и какое -
на прохождение ближней половины? Указание: площадь эл-
липса равна Ѕ=л:аЬ (а и Ь - большая и малая полуоси
зллипса).

__іТт|п _ ГїмІ' . _!

В
1дїёъё

#1ь
, 2 ,_і_

»въ Й

' тї
_ - Ґ'5"*›"Н * *ть

Ё: -ь_-Ё,,.Ѕ'ы*':
»Н _, ..

І с. 4*" 1- Ёйінітй 21)*и:.1.-г їх е 1 за ть-атм 1
'Ё -г `*', -г ' Ё

І . 4. Ё _ -ть __. 1?
4 . _- “__-Ё;' И _ _

_ ' 51 ',~-_: З". ;""›,1~г' __ Ё аг-
1 -'~' ' '-*-'4*'-Ё. 5=.` *ТС-. ""€.-1" .~ _

\?,- І ` .:\ ~` ' .;` .:і_. ' -,Ё7`;`?± м-::г,_,__т. =-Є; . ~ т *г :-~а-;.;:-
="=' ` `<. 1-Ё1-ь..Ё Э? «Э 5; 1 - - - '-1"--її

0 -'е~~>~1',г~'*:: - *еедїї 1:т_ .ч-чт-- ьё ;..~.~ :^* ,де-Ь _. ява- ,атм
1 " "Ё _* Т 1.-3: "

'-. \ ньзїіг

.д_,ёгІг*'-''

` 2аГ. -- - Й -Ь

І

Рис. 2
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Обратимся к рисунку 2, на,котором Солнце находится в
точке О. При прохождении дальней половины орбиты радиус-
вектор кометы «заметает» площадь половины эллипса и пло-
щадь треугольника АОВ. Эти площади равны соответственно

3|_= Ё-Ё, Ѕ2 = Ь(а- гт_і,,).

Воспользуемся вторымзаконом Кеплера, сформулировав
его в несколько ином виде -+ площадь, описываемая радиусом-
вектором, изменяется пропорционально времени, и сравним
времена прохождения кометой всей орбиты и дальней ее по-
ловины:

Т Ѕ
Т: 51-1-52 '

Отсюда для искомого времени получаем

Ѕ,+Ѕ2 1 а-гтіп 1 г -г -т,-=т Ё -т(ї+Ё-.)=т(ї+_Щ.щ)~в1 год.
д(гтах '1'Ггп|п)

Остальные 15 лет тратятся на обход ближней с Солнцу поло-
вины орбиты. Как видим, эти времена различаются больше
чем в 4 раза.

Упражнения

1. Орбита космического корабля «Восток» имела следующие пара-
метры: высота в перигее п=181 км, высота в апогее Н=327 км.
Используя эти данные, уточните период обращения космического ко-
рабля Ю. Гагарина вокруг Земли.

2. Комета Григга - Скьеллерупа относится к группе Юпитера,
т. е. ее афелий расположен неподалеку от орбиты крупнейшей
планеты Солнечной системы, а именно на расстоянии г=5 а.е. от
Солнца. Период обращения кометы Т=4,9 года. Может ли эта комета
пересечь орбиту Земли?

3. Из-за сравнительно брльшого эксцентриситета орбиты Плутона
(большая полуось а=5,9-10” км, малая полуось Ь=5,73-10” км) его
расстояние от Солнца заметно меняется - от минимального
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Плутон

В ж
гті,,=-4,4-109 км до максимального гта =7,4-109 км. Планета НептунХ
движется по практически круговой траектории радиусом І2=4,5-109 км.
В результате часть орбиты Плутона, определяемая углом а=100°
(рис. 3), расположена ближе к Солнцу, чем орбита Нептуна.
В 1969 году Плутон перешел с девятого на восьмое место среди боль-
ших планет Солнечной системы. Когда он вернется на свое законное
девятое место?
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ИМПУЛЬС.
ЗАКОН СОХРАНЕНИЯ ИМПУЛЬСА

И. Слободецкий

Импульсом (или количеством движения) материальной точ-
ки называется произведение ее массы на скорость. Так как
скорость величина векторная, а масса -- скалярная, то им-
пульс -- тоже векторная величина. Направление вектора
импульса совпадает с направлением вектора скорости.

Если у нас имеется несколько материальных точек или ча-
стиц, то можно говорить об импульсе системы материальных
точек - он равен векторной сумме импульсов отдельных точек.
Например, для двух материальных точек, одна из которых
имеет массу тд и скорость Ё., а вторая - массу тг и скорость
52, импульс Б системы равен сумме импульсов обеих точек
(рис. 1):

_. _. _.

/7 = Г.111ї}| + П1202.

Важно не забывать, что импульсы частиц складываются век-
торно, т. е. геометрически (по правилу треугольника или по
правилу параллелограмма). В том случае, когда скорости частиц
направлены вдоль одной прямой, импульсы можно складывать
алгебраически. При этом импульсы частиц, движущихся в про-
тивоположные стороны, следует брать с противоположными
знаками.

_ Для того чтобы найти импульс тела, различные точки ко-
торого имеют разные скорости, его разбивают мысленно на
маленькие части (в пределе ~--- бесконечно маленькие) и затем

ті 01 ті 91%.._.,...  12
Р

'Ж
92

Рис. І
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4--ъ

Рис. 2

складывают импульсы этих частей. Вычислим таким способом
импульс однородного диска, вращающегося вокруг своей оси.
Ясно, что всегда можно найти два таких элемента диска
с массой Ат каждый, что их линейные скорости равны по
абсолютной величине и противоположны по направлению
(рис. 2). Сумма импульсов этих элементов, очевидно, равна
нулю. А так как диск всегда можно разбить на пары таких
элементов, то отсюда- следует, что импульс всего диска равен
нулю.

Иное дело, если диск катится по горизонтальной поверхно-
сти (рис. З). Пусть скорость центра диска равна 50. Скорость
любого малого элемента Ат диска можно представить как
сумму линейной скорости 5. ее вращения вокруг центра диска
(в системе координат, связанной с центром диска) и скорости
до ее поступательного движения:

-1-О _. ±.

о=о|-1-со.

ИМПУЛЬС ДИСК3 РЗВЄН СУММЄ ИМПУЛЬСОВ ОТДЄЛЬНЫХ ЄГО ЭЛЄМЄН-

ТОВ, Т. Є.

±ц 1. -О _.

і щір-2Ати-2Ато| -|~ 2Ати0.

Первый член в этой сумме равен импульсу диска в системе
координат, связанной с его центром. В этой системе центр
диска неподвижен и импульс диска равен нулю. Поэтому импульс

$:г=~-{$.*і,:. Ґ)
,_,__ .-' _:и±_.._

~- 111,; "
І-' ЪІ! " ±*'$›г'1"{ . .і5|-.;' '

1:, .:;_\Ё?.'::ът _'_ тд? У. -1х ..; ,;_5_ ,тд _:~;-.
_... _
›о. ;'н'__;дд_*:' -` .-';..і.$'вТ"` _

_. |~_,-`

.~ ~111

ті11г

,Г_.Ё1Ё*`.
1.-гг_

'не_:

1- - І- _ _ _.€~.{дЁ'г-1.;Ѕ'=*'± 2:-“ ;*› нём~'_ диз* _» 4,-1-1-_.* -'2:-*Ь
ід 1, і|`

І" ..ь _~ І.Нант «_ _ «-,-.,-<::ч!Т“ч- -__-5'\ ^:.1*_;::<:,;'.,;д;: ._=Ъ _'-<-1 .'-/
ч-__ і,.*_:. _-

-_ ..-- -_?
_. _ -1:;-\_.

<.-:%';,1.,_.:<;« Т-- -'
`:---›/Ё:-Ц.: - '

-м
А

Рис. 3
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диска, катящегося по горизонтальной плоскости, равен

5=2АтТ;0= ОЪЕАШ = Мар,

где М - масса диска.
Импульс тела зависит от системы координат. Пусть в неко-

торой системе координат В тело массой т движется со ско-
РОСТЬЮ дв. Его импульс

рдїтдв.

ПУСТЬ СИСТЄМ8 КООРДИНЗТ В ДВИЖЄТСЯ СО СКОРОСТЬЮ 50 ОТНОСИ-

тельно системы координат А. Чтобы найти импульс тела в си-
стеме А, надо к БВ прибавить тдо _ произведение массы тела
на скорость системы координат В относительно системы А.
Это _ следствие того, что скорость любой точки в системе
координат В складывается из скорости этой точки в системе А
и "скорости системы координат В относительно системы А
(рис. 4):

__. _* ±р

_ї. ид=- од+ 00.

Отсюда
_' '-0 __ _о _р -ц

-_ і іРА--тдл-т0в+т0о-Рв+т0о.

Пользуясь понятием «импульс», второй закон Ньютона мож-
но записать так:

А! А! '

Если на тело действует сила Ґ в течение времени Аг, то им-
пульс тела изменяется на величину

' А(т ЁҐ)=ҐАІ.
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Произведение силы Ё на время действия А! называют импуль-
сом силы. И говорят, что изменение импульса тела равно
импульсу действующей на него силы.

Воспользовавшись такой формой записи второго закона
Ньютона, решим несколько задач.

Задача І. Чему равна средняя сила, действующая на плиту,
с которой абсолютно упруго сталкивается шарик массой т,
летящий со скоростью б под углом а к плите (рис. 5)? Время
соударения шарика с плитой т.

Так как столкновение абсолютно упругое, шарик отска-
кивает от плиты под таким же углом сх, под каким подлетает
к ней, и с той же по величине скоростью о. Поэтому изменение
импульса шарика при ударе равно

Ар=2то сов (9О°-а.)=2ти віп сх

и направлено перпендикулярно плите. Это означает, что при
столкновении шарика с плитой на шарик действует средняя
сила

Р: 2тив1по:'
т

Согласно третьему закону Ньютона, точно такая же сила, но
направленная противоположно, действует и на плиту.

Задача 2. Две частицы с массами т и 2т движутся
так, как показано на рисунке 6, а - первая частица (т)
движется со скоростью и в направлении, перпендикулярном
направлению движения второй частицы (2т), скорость которой
равна 2и. На частицы в некоторый момент времени начинают
действовать одинаковые силы и действуют одинаковое время.
После прекращения-действия сил частица массой т движется
со скоростью 20 в направлении, противоположном направле-
нию ее первоначального движения. С какой скоростью и в ка-
ком направлении движется при этом вторая частица?
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Найдем импульс силы, действующей на каждую частицу.
Не забывайте, что импульс и изменение импульса - величины
векторные._

Импульс первой частицы изменился по направлению и по
величине и стал равным 2ти. Изменение импульса первой
частицы равно Зти (рис. 6, б). Так как на вторую частицу
действует такая же сила в течение того же самого времени,
то и импульс второй частицы меняется на Зто. Сложив перво-
начальный импульс второй частицы с изменением импульса,
найдем, что импульс частицы массой 2т стал равен Бто
и направлен под углом а.=агс13(3/4) к направлению первона-
чального движения этой частицы. Разделив импульс частицы
на ее массу, найдем, что скорость частицы массай 2т после
прекращения действия силы равна 2,5 о.

Задача 3. Космический корабль, имеющий лобовое сечение
.Ѕ=50 м2 и скорость о=І0 км/с, попадает в облако микро-
метеоров, плотность которого п=І м"3 (т. е. в одном кубиче-
ском метре пространства находится один микрометеор). Масса
каждого микрометеора т=0,02 г. На сколько должна возрасти
сила тяги двигателя, чтобы скорость корабля не изменилась?
Удар микрометеоров об обшивку корабля считайте абсолютно
неупругим.

За время А! корабль сталкивается с микрометеорами, ко-
торые в начальный момент находились от него на расстоянии,
меньшем иАі (рис. 7). Масса всех этихмикрометеоров равна

9 Г:І:± _ї ______,._--

|_._Ё..___- ""“*
° Ґім 0 .

Рис. 7
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М=тпЅиАі.

До столкновения с кораблем скорости и импульсы микрометео-
ров были равны нулю, а после неупругого столкновения
с кораблем скорости микрометеоров стали равны и. Это озна-
чает, что при столкновении одного микрометеора с обшивкой
корабля он приобретает импульс ти, а все микрометеоры,
попавшие на обшивку корабля за время АІ, приобретают
суммарный импульс

Ми=тпЅи2Аі.

Следовательно, на микрометеоры действует сила

_м”_ 2Р_Ё_тпЅи.

Согласно третьему закону Ньютона, такая же по величине сила,
но направленная в противоположную сторону, действует на об-
шивку корабля. Поэтому для того чтобы при попадании
корабля В облако микрометеоров его скорость не изменилась,
сила тяги двигателя корабля должна увеличиться на

г=тн$ь*= 105 н.
Если на тело не действуют силы или действующие силы

взаимно уравновешиваются, то импульс тела не меняется.
Точно так же, если на систему тел не действуют внешние силы
(такая система тел называется замкнутой или изолирован-
ной), то суммарный импульс системы тел не меняется.

Обсудим это на конкретных задачах.

Задача 4. Нейтрон с энергией Е=1О"'5 Дж поглощается
первоначально неподвижным ядром кадмия (А1= 112). Опреде-
лите скорость вновь образовавшегося ядра (А2=І 13).

Система «нейтрон - ядро» изолированная, и ее импульс
не меняется. Если массу нейтрона обозначить т (т=1,67><
Х 10"” кг), а его скорость и, то

_ти2Е--Ё-_

Отсюда найдем, что скорость нейтрона до его столкновения
с ядром кадмия была _
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2Е 'о=1/-,
т

импульс нейтрона --
: то=\/2тЕ, у ,

а импульс ядра был равен нулю. Поэтому до столкновения
импульс системы был равен

Если скорость ядра, образовавшегося в результате поглоще-
ния_нейтрона ядром кадмия, -обозначить и, а его массу М,
ТО ИМПУЛЬС ЭТОГО Ядра РЗВЄН

р2=/ИЦ.

ЗЗПНШЄМ ТЄПЄРЬ ЗЗКОН СОХРЗНЄННЯ НМПУЛЬСЗІ

р;=р2, или 1/2тЕ=Ми.

Отсюда найдем, что

и М-- -И-2 '\/ Ж ~ 10 м/с.

Задача 5. Ядро массой т, летящее со скоростью и, распадает-
ся на два одинаковых осколка. Один из осколков летит со ско-
ростью Ёд под углом от к направлению полета ядра до его распада.
Найдите скорость и направление полета второго осколка.

_ Напомним еще раз, что импульс - величина векторная.
Поэтому, когда мы говорим о сохранении импульса изолиро-
ванной системы, важно помнить, что сохраняется не только
величина импульса, но и его направление. Сохраняются и со-
ставляющие импульса по любым направлениям, например по
двум осям координат.

Введем такую систему координат: ось Х направим по скоро-
сти ядра до распада, а ось У - перпендикулярно ей (рис. 8).
Если скорость второг_о осколка ядра обозначить Ё2, а угол, кото-
рый образует вектор иг с направлением скорости ядра до распада
(с осью Х), (3, то на основании закона сохранения импульса
мы можем записать

т тЁ-итсовоь-Ь -Ё-и;› совВ=то
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- для составляющих импульсов по оси Х,

Ш . .їидвтпа- %и2в1п|5=0

_ для составляющих импульсов по оси У.
Из этих уравнений находим

Ц2=\/Ы1+402 -- 4ии.~сова,

- Ц _ЅтВ= , , і -___-дыпи.
\/и,-1-40 -4ии|сова

Если система не изолирована и на нее действует некоторая
сила Ґ, то полный импульс системы не сохраняется. Однако
сохраняется составляющая импульса в направлении, перпенди-
кулярном силе Ґ. На этом основано решение большого числа
задач. Рассмотрим, например, такую задачу. '

Задача 6. На железнодорожной платформе, движущейся со
скоростью 0, укреплено орудие. Ствол орудия направлен в сто-
оону движения платформы и приподнят над горизонтом. Орудие
троизвело выстрел, после чего скорость платформы уменьши-
шсь в п раз. Найдите скорость и снаряда (относительно зем-
ли), если он вылетает из ствола под углом ов к горизонту. Масса
гнаряда т, масса платформы с орудием (без снаряда) М.

Система «орудие - платформа - снаряд» не является изоли-
рованной: на нее действуют сила тяжести и сила реакции земли.
Однако в горизонтальном направлении на систему в целом
внешние силы не действуют. Это означает, что горизонталь-
ная составляющая импульса системы не должна при выстреле
измениться, т. е.

тисов а+МЕїі= (М+т)и.
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Отсюда
,,=,,'”+М(”'*')/” _

тсова _

Если система частиц или тел изолирована и ее импульс
не меняется, то не меняется" и скорость центра масс системы.
В частности, если в некоторый момент система двигалась так,
что скорость центра масс была равна нулю, то эта скорость
остается равной нулю все время движения. Поэтому не из-
меняется и положение центра масс.

Вот _ пример.

Задача 7. Человек, масса которого т, находится на краю
тележки массой М, стоящей на гладком полу. Длина тележки
1. На сколько передвинется тележка, если человек перейдет
с одного ее края на другой?

Так как в горизонтальном направлении на систему «те-
лежка-человек›› силы не действуют, положение ее центра
масс должно сохраниться неизменным. Но оно определяется
положением центров масс тележки и человека.

Пусть первоначально расстояние между центром масс си-
стемы и центром масс тележки равно х. Тогда

Мх =т-х),

откуда

х==Іі-_.
9(/И-1-т)

Когда человек перейдет с края тележки на ее середину, то
очевидно, положение его центра масс будет совпадать с по-
ложением центра масс системы. Следовательно, и положение
центра масс тележки также должно совпадать с положениеь
центра масс системы, т. е. тележка должна переместиться на
расстояние х. На такое же расстояние переместится тележкг
при переходе человека с середины тележки на другой ее край
Следовательно, полное перемещение тележки будет равно

т1. -2х ІМ+т.
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Рис. 10

Упражнения

1. Шарик, летящий горизонтально со скоростью 0, ударяется о тя-
желую стальную плиту, движущуюся ему навстречу со скоростью и. С ка-
кой скоростью будет двигаться шарик после абсолютно упругого соуда-
рения? Силой тяжести пренебречь.

2. Пуля массой т, летящая горизонтально со скоростью о, попа-
дает в брусок, лежащий на гладком полу, и пробивает его насквозь.
Масса бруска М, скорость пули после вылета и. Какая часть перво-
начальной энергии пули перешла в тепло?

3. При взрыве снаряда массой М=60 кг образовались три одина-
ковых осколка. Их общая кинетическая энергия Е=2,9>< 107 Дж. Ка-
кую максимальную скорость может иметь один из осколков, если до
разрыва снаряд летел со скоростью о=800 м/с?

4. Гладкий шарик массой т, летящий со скоростью о, сталкивается
под углом сх с кубиком массой М, стоящим на гладком полу (рис. 9).
Найдите скорость шарика после удара. Удар считайте абсолютно
упругим.

5. Шарик массой т, летящий со скоростью, равной а и составляю-
щей угол а с горизонтом, попадает в покоющуюся платформу с
песком массой М (рис. 10) и застревает в песке. Найдите скорость
платформы.

6. Найдите среднюю силу, действующую на плиту при абсолютно
иеупругом столкновении с ней шарика массой т, летящего со ско-
ростью о в направлении, составляющем с плитой угол ов. Время соуда-
рения равно т.
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7. С какой силой давит на плечо ручной пулемет при ст ельбеР .
если масса пули т=10 г, ее скорость при вылете о=80О м/с и ско-

ОМЄТ1-10р сть пулемета п=60О выстрелов в минуту?
8. Два шарика падают в облаке пыли. Во сколько раз отличаются

друг от друга скорости шариков, если диаметр одного из них вдвое
больше диаметра другого?



ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ В МЕХАНИКЕ

А. Черноуцан

На приемных экзаменах в вуз нередко возникает ситуация,
когда абитуриенты, хорошо зная законы сохранения энергии
и импульса по отдельности, испытывают психологические труд-
ности при необходимости соединить эти законы вместе в рам-
ках одной задачи. Причем чаще всего от внимания ускользает
более простой, на наш взгляд, закон - закон сохранения им-
пульса. Записав соответствующее уравнение для энергии, абиту-
риент уже не вспоминает об импульсе - и попадает впросак.
Впрочем, бывает и по-другому.

Рассмотрим несколько конкретных примеров того, как именно
совместные «усилия» энергии и импульса приводят к нужному
результату.

Задача І. Два шарика, сделанные из одного материала и
имеющие массы т, и ть, движутся навстречу друг другу со ско-
ростями о. и 02. На сколько возрастет температура шариков
после лобового абсолютно неупругого удара, если удельная
теплоемкость шариков с? Начальные температуры шариков бы-
ли одинаковыми.

Изменение температуры шариков определяется увеличением
их внутренней энергии:

АЕв,,=с(т1-|-т;_›)Аі_

Часто абитуриенты ошибочно считают, что в результате удара
во внутреннюю энергию переходит вся начальная кинетиче-
ская энергия системы. При этом они забывают, что шарики не
могут остановиться после удара, так как это противоречило
бы закону сохранения импульса ~ начальный импульс систе-
мы, вообще говоря, не равен нулю. Значит, при подсчете энер-
гии надо учесть и кинетическую энергию шариков в конечном
состоянии.

Обозначим скорость слипшихся после абсолютно неупругого
удара шариков через о и запишем законы сохранения энергии
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и импульса,_точнее - проекции импульса на направление движе-
ния первого шарика:

тдої гпдиё _ _ (т1+т2)о2
'"Г+ 2" “ 2 *+^Е°"'

тдщ-т2и2=(т1-|-т2)о.

Решая совместно полученные три уравнения, находим искомое
увеличение температуры:

А[_ т1т2(0|-1-02)2
2с(т.+т2›“

Задача 2. Два вагона, массы которых М, и М2, движутся
навстречу друг другу со скоростями от и 02. При столкновении
происходит сжатие четырех одинаковых буферных пружин, после
чего вагоны расходятся. Найдите максимальную деформацию
каждой пружины, если ее жесткость Іг.

В этой задаче, в отличие от предыдущей, можно использо-
вать закон сохранения механической энергии (подразумевает-
ся, что трение мало, а пружины идеальные), приравняв на-
чальную энергию вагонов к энергии системы в тот момент,
когда деформация пружин х максимальна. При этом искомая
величина войдет в потенциальную энергию упругойдеформа-
ции пружин 4Ігх2/2. Однако, кроме этой энергии, надо учесть
еще и кинетическую энергию вагонов.

Тот факт, что при максимальном сближении вагоны не
останавливаются (о чем, к сожалению, забывают многие абиту-
риенты), следует, как и в предыдущей задаче, из закона сохра-
нения импульса. Единственная особенность этого момента со-
стоит в том, что при максимальной деформации пружин ско-
рости вагонов одинаковы -- обозначим их общую скорость и.
Поэтому законы сохранения энергии и импульса (вернее - его
проекции) выглядят следующим образом:

Мдої М;_›оЁ _ (М1+М2)о2 Ігх2
"Т + 2 2 2 +47:

_ м|0\_1и202=(м|+м2) 0.

Отсюда получаем

Х: їі_імІМ2

2 1 Им:-1-м2)'

Задача 3 (баллистический маятник). В брусок массой М, ви-
сящий на параллельных нитях длиной І, попадает горизонталь-
но летящая пуля массой т и застревает в нем (рис. І). В ре-
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зультате удара каждая нить отклоняется на угол а. Найдите
начальную скорость пули. Нити считайте идеальными (невесо-
мыми и нерастяжимыми).

Как видно из рисунка, угол отклонения нитей а связан с
высотой п, на которую поднимается брусок:

п=І(1-сов а),
а высоту /1 можно связать с потенциальной энергией бруска и
ПУЛИ В КОНЄЧНОМ СОСТОЯННИІ

Е,,=(м+т)дп.
Возникает вопрос: выполняется ли в данной ситуации закон

сохранения механической энергии? Другими словами, равна ли
энергия системы в конечном состоянии ее начальной энергии, т. е.
кинетической энергии пули то”/2? Ответ, конечно, отрицатель-
ный. Ведь мы знаем, что при неупругом ударе часть механиче-
ской энергии переходит во внутреннюю. Как же быть?

Рассмотрим еще одно, промежуточное состояние системы -_
сразу после окончания удара, когда пуля уже застряла в
бруске, но нити еще вертикальны. Энергия системы в этом со-
стоянии представляет собой просто кинетическую энергию
бруска с пулей:

5,,=Ші*ёЩі'Ё_

где и - их общая скорость. После того как неупругий удар уже
закончился, энергия больше теряться не будет, и можно
записать

Е,,=Ер,
или

2
(м+2т)и _ (М -|- т)3п.

СКОРОСТЬ Ц МОЖНО СВЯЗЗТЬ С НЗЧЗЛЬНОН СКОІЭОСТЬЮ ПУЛИ С

ПОМОЩЬЮ ЗЗКОНЗ СОХРЭНЄНИЯ ИМПУЛЬСЗІ

то= (М+т)и.
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Из последних двух уравнений, с учетом выражения для п,
имеем

о=2 (1-|- _9Івіп%-

Заметим, что в этой задаче законы сохранения импульса
и энергии работают не одновременно, а как бы по очереди. По-
нять это оказывается не так просто, и многие абитуриенты ре-
шают задачи такого типа с помощью одного закона сохране-
ния энергии, получая, конечно же, неправильные результаты.

Задача 4. На бруске длиной І и массой М, расположенном на
гладкой горизонтальной поверхности, лежит маленькое тело мас-
сой т (рис. 2). Коэффициент трения между телом и бруском рт.
С какой скоростью должна двигаться система, чтобы после упру-
гого удара бруска о стенку тело упало с бруска?

Удар бруска о стенку приведет к тому, что его скорость
скачком изменится на противоположную. Скорость же тела за
время удара измениться не успеет, и оно начнет скользить по
бруску. °

Найдем, на какое расстояние х переместится тело относи-
тельно бруска до окончания скольжения. Ясно, что условие
х>1 и будет условием падения тела с бруска. С расстоянием х
связана работа силы трения скольжения

Атр=_Н'т8х›

КОТОРЗЯ, В СВОЮ ОЧЄРЄДЬ, РЗВНЭ ИЗМЄНЄНИЮ КИНЄТИЧЄСКОИ ЭНЄРГИИ

СИСТЄМЬІІ
. А-гр__ (”}+2м)ц2 *_ (Л1202 + /1202 3

Здесь и _ скорость бруска с телом в тот момент, когда тело оста-5
навливается относительно бруска. Эту скорость можно найти из:
закона сохранения импульса _

Ми-то= (т+М)и. 1

1
/ 5

1
'-'*” Іж

Рис. 2 Т
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решая СОВМЄСТНО Все Три уравнения, Получаем

2Ми2
Х іг(т+М) '

Условие х>І позволяет найти искомую скорость:

”> _\/-Ёив1(1+ ~
(Вопрос о том, почему работа силы трения связана с пере-

мещением тела относительно бруска, хотя брусок сам тоже пере-
мещается, подробно разобран в статье «Изменение механи-
ческой энергии>>.- Прим. ред.)

В заключение разберем задачу на расчет ядерной реакции.
В этой задаче более отчетливо, чем в предыдущих, выступает
векторный характер закона сохранения импульса.

Задача 5. Для проведения реакции синтеза тяжелого и
сверхтяжелого изотопов водорода (2Н-|-3Н="Не+п) ускорен-
ные до энергии Е=2 МэВ ядра дейтерия направляют на три-
тиевую мишень. Детектор регистрирует нейтроны, вылетающие
перпендикулярно направлению пучка дейтронов. Определите
энергию регистрируемых нейтронов, если в реакции выделя-
ется энергия АЕ=14 МэВ.

Закон сохранения энергии в этой реакции имеет вид

[\91=

раю

Ю

ю

[\):І=

юто то, то= г + н___АЕ

(здесь и далее индекс <<д›› обозначает дейтерий, <<г›› - гелий,
›<<н>› - нейтрон). Закон сохранения импульса надо записать в
проекциях как на ось Х (направление скорости падающих
дейтронов), так и на ось У (направление вылета регистрируе-
мых нейтронов):
І

1 тдидїтгигх, Оїтнинітгигу.

Принимая во внимание, что
. 2 2 2

иг= игх+игу›

получаем 2 т т 02 т
тнин ( н )_ д д ( д---2 1+д: _ы5+ 2 1 Е

-Отсюда, учитывая, что тн/тг=1/4, тд/тг=1/2, а тдоі/2=Е,
находим энергию регистрируемых нейтронов:

тив: ' 4 І
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Упражнения
1. Тележка массой М движется со скоростью о по гладкой горизон-

тальной поверхности (рнс. 3). На тележку с высоты Н падает кирпич и
остается на тележке. Какое количество теплоты выделится при ударе?
Масса кирпича т.

2. Летяшее ядро в результате ядерной реакции распадается на два
осколка. Массы осколков т. и тв, а их скорости и. и од составляют
между собой угол а. Какая энергия выделяется в этой реакции?

3. Брусок массой М, лежащий на гладкой горизонтальной поверх-1
ности, прикреплен к вертикальной стене пружиной жесткостью Іг. В бру-*
сок попадает горизонтально летящая пуля и застревает в нем. Найди
те максимальную деформацию пружины. Масса пули т, ее скорость и.

4. На гладкой горизонтальной плоскости стоит клин массой М
(рис. 4). На клин въезжает тело массой т. двигавшееся по плоскости*
со скоростью о. На какую максимальную высоту поднимется тело по
клину? Нижняя часть клина имеет плавное соединение с плоскостью,

5. На тележке укреплен штатив, к которому с помощью нити при`
креплен шарик (рис. 5). Сначала нить с шариком удерживают поді
углом н к вертикали, а потом отпускают. Найдите максимальную ско-г
рость, прнобретаемую тележкой. Масса тележки со штативом М, мас-Ё
са шарика т, длина нити І. Тележка находится на гладкой горизон-1
ТЗЛЬНОЙ ПЛОСКОСТИ. Ё

І

-_;-._.____і____4



ИЗМЕНЕНИЕ МЕХАНИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ

А. Черноуцан

Механическая энергия системы тел может изменяться по двум
причинам. Во-первых, к изменению энергии может привести на-
личие внешних сил (в том случае, разумеется, если работа этих
сил не равна нулю). А во-вторых, даже если внешние силы от-
сутствуют, т. е. система тел _является замкнутой, ее механиче-
ская энергия может не сохраняться.

Например, при действии внутри системы - между входящи-
ми в нее телами - сил трения, сопротивления или *других так
называемых диссипативных сил происходит переход части меха-
нической энергии во внутреннюю, тепловую энергию тел. При-
мером такого процесса, в котором происходит уменьшение
механической энергии под действием сил диссипативной приро-
ды, является неупругий удар. Пример противоположного рода _
разрыв снаряда, при котором механическая энергия также не
сохраняется, но не убывает, а возрастает. Дело" здесь в том,
что в результате химической реакции горения взрывчатого ве-
щества большое количество внутренней химической энергии
очень быстро переходит в механическую. Подобное происходит
и при работе двигателя внутреннего сгорания. Такую же роль
может сыграть и человек, когда он совершает работу за счет
своих внутренних энергетических ресурсов (пример: вы подни-
маете с земли камень и затем бросаете его).

Но сумма механической и внутренней энергии в случае
замкнутой системы остается постоянной - это и есть общий
принцип сохранения энергии, выходящий далеко за рамки
механики. _  

- Для полноты картины давайте вспомним, какие же силы «не
угрожают» закону сохранения механической энергии, т. е. не при-
водят ни к потере, ни к производству этой энергии. Это хорошо
известные вам силы: тяжести, упругости, кулоновского взаимо-
действия и другие так называемые консервативные силы, т. е.
силы, работа которых по замкнутой траектории равна нулю.
Соответственно, диссипативные силы, о которых шла речь выше,
называют неконсервативными.
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Полезно иметь в виду. что для любого консервативного
взаимодействия можно определить соответствующую ему потен-
циальную энергию, а для неконсервативного это сделать невоз-
можно. Значит, если для какого-то взаимодействия известна
потенциальная энергия, то оно наверняка консервативное.

Все сказанное, конечно же, известно любому школьнику из
учебника физики. Поэтому, увидев, что в условии задачи упо-
минается, к примеру, сила трения (или коэффициент трения),
8бНТурНЄ!-ІТ ЗЗЧЗСТУЮ ОТКЗЗЬІВЕІЄТСЯ ОТ МЫСЛИ НСПОЛЬЗОВЗТЬ ПРИ

решении задачи энергетические соображения. И он прав в том
смысле, что неправильно было бы пытаться записать закон
сохранения механической энергии. Но можно и нужно в таких
случаях применять формулу для изменения механической
энергии, которая связывает изменение механической энергии с
работой сил, приводящих к этому:

АЕмех::Авне11|н+А:нутр' (*)

Здесь А,,неШ,, - работа внешних сил, а АЁНЩ, - работа внутрен-
них неконсервативных сил (чаще всего - работа сил трения
или сопротивления).

Чтобы правильно использовать эту формулу, полезно опи-
раться на следующее простое правило: в правой части_надо
учитывать работу всех сил, которые не учтены в выражении для
потенциальной энергии системы. Например, если вам почему-то
удобнее учесть силу тяжести в работе, стоящей в правой части
уравнения (*), то выражение для энергии уже не должно со-
держать члена тдп.

А теперь - несколько конкретных задач.

Задача І. На горизонтальной плоскости лежит тело массой
т, соединенное с вертикальной стеной легкой пружиной жестко-
стью Іг (рис. 1): В начальный момент пружина не деформиро-
вана. На тело начинает действовать постоянная сила Р. Счи-
тая, что коэффициент трения между телом и плоскостью р. и что
Р >р,т3, найдите максимальное смещение тела от начального
положения и максимальную скорость тела в процессе дви-
жения.  

5/

'* с е е Р
« *_

/ Ё

Рис. І
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В этом случае изменение механической энергии системы -
кинетической энергии тела то2/2 и потенциальной энергии упру-
го деформированной пружины Ігх2/2 - происходит под дейст-
вием внешней силы Р и силы трения скольжения Ртр=р.і\/=р.тд:

ти2 Ігх2

Максимальное смещение тела соответствует моменту, когда ско-
рость тела обратится в ноль, поэтому получаем

2хт= Ё (Р- итд).

Чтобы определить максимальную скорость тела, надо.найти соот-
ветствующее этому моменту значение х. Ясно, что скорость тела
будет максимальной в тот момент, когда ускорение станет рав-
ным нулю. Из второго закона Ньютона

Р`-|.ьт3- Ігх=0

ВЫРЗЖЗЄМ Х И, ПОДСТЗВЛЯЯ В ЗЗКОН ИЗМЄНЄНИЯ МЄХЗНИЧЄСКОЙ

ЭНЄРГНИ, НЗХОДНМ _ .

/г Р--р.т3о,,,= її*

Заметим, что если бы мы захотели определить также, какое
количество механической энергии переходит во внутреннюю, нам
достаточно было бы вычислить работу силы трения н взять ее с
противоположным знаком. Например, к моменту остановки тела
выделится количество теплоты

О=_'Атр=р'тЁ'хт°

Задача 2. Маленькое тело кладут на наклонную плоскость,
составляющую угол а с горизонтом, и отпускают (рис. 2).
В нижней точке плоскости тело ударяется об упор, отскакива-
ет без потери скорости и поднимается обратно по наклонной
плоскости на некоторую высоту. Найдите эту высоту І12, если
начальная высота тела 11., а коэффициент трения тела о плос-
кость р. (р,<і3а).
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В отличие от предыдущего случая, здесь внешних сил нет
(по отношению к системе «тело - Земля»), и изменение меха-
нической энергии происходит только под действием силы
трения.

Работа силы трения вычисляется весьма просто, так как ве-
личина силы трения не зависит от того, в какую сторону дви-
жется тело. Учитывая, что как в начальном, так и в конечном
СОСҐОЯННИ КИНЄТИЧЄСКЗЯ ЭНЄРГИЯ ТЄЛ8 рё-ІВН8 НУЛЮ, ЗЗПНШЄМ

уравнение (*) в виде
тдіц-т3пд=-ртдсоз а-

П (1 ЅІП О.

где п./зіп ов и пг/віп оп - пути, пройденные телом вниз и вверх по
наклонной плоскости, а знак <<--›› в правой части учитывает то,
что работа силы трения отрицательна. Таким образом, полу-
чаем

__ їє И-н
Л?-*Щ *Є ч+н`

Задача 3. Груз массой т медленно поднимают на высоту І1
по наклонной плоскости с помощью блока и троса (рис. 3),
При этом совершают работу А. Затем трос отпускают, и груз
скользит вниз. Найдите величину А, если известно, что скорость
тела в конце спуска равна о.

Поскольку в условии задачи речь сразу же идет о работе
или энергии, то энергетический подход к решению может ока-
заться тем более выигрышным, что избавит нас от необходи-
мости выражать в явном виде силы.

Запишем формулу (*) для изменения механической энергии
сначала при подъеме груза: '

+Атр,

а потом при спуске:

-туп =Ат,,
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(работа силы трения АТР одинакова при подъеме и при спуске).
Из этих уравнений находим

'2ГНО

Задача 4. Тело массой т съезжает с высоты І1 гладкой на-
клонной плоскости и начинает скользить по тележке массой М,
находящейся на гладкой горизонтальной плоскости (рис. 4). Ко-
эффициент трения тела о поверхность тележки р.. На какое
расстояние переместится тело относительно тележки?

В этой задаче закон изменения механической энергии си-
стемы мы применим совместно с законом сохранения импульса.

Скорость тела 0, у основания наклонной плоскости найдем
из закона сохранения механической энергии:

'іёї =тд/1, ь.-.= ч/2371,
8 КОНЄЧНУЮ СКОРОСТЬ 02 СОВМЄСТНОГО ДВНЖЄННЯ 'ЁЛ3 И ТЄЛЄЖ~

КН ВЫЧИСЛНМ С ПОМОЩЬЮ ЗЗКОНЗ СОХРЗНЄННЯ НМПУЛЬСЗІ

П1п1о1=(т+М)и;›,о2=о.--_.
т-+-М

Изменение энергии системы «тело _ тележка» - это работа
действующей между ними силы трения:

ЩЁ_ .'%'Ё =_гтр1,,

где 1. - расстояние, пройденное телом по тележке. Учитывая,
что /:тр=р,)\/=|лт3, получаем

М

Ьнп н(т+/И) '
Возникает вопрос: почему мы рассчитываем работу силы

трения так, как будто тележка покоится, а тело перемещается
по ней на расстояние Ь? Разве работа не зависит от системы
отсчета? Ответ заключается в следующем. Конечно, работа

т

/1

їц _ п 
М.,, _

0-0
/ А

Рис. 4
77



Ё
_ -1). . . . _

чі- її її

и/2 0/2 0/2

Рис. 5

любой силы, приложенной к телу, зависит от системы отсчета.
Например, если какая-то сила разогнала тело массой т из со-
стояния покоя до скорости и, то работа этои силы положи-
тельна и равна изменению кинетической энергии тела:

то?А==__Ё- - 0.

Если же рассмотреть этот же процесс в системе отсчета, дви-
жущейся со скоростью и/2 (рис. 5). то начальная скорость тела
будет равна -0/2, а конечная +0/2, и работа окажется рав-
ной нулю:

т(ч/2)2 т(-0/2)2__А- --2 - ~2- 0.

Однако в нашей задаче, проводя все рассуждения с точки зре-
ния неподвижного наблюдателя, мы должны рассчитать работу
сил трения как над телом, так и над тележкой - именно полная
работа сил трения в уравнении (ч=) равна изменению кине-
тической энергии системы:

А,,, = /=,,,Ѕ _- г,,,<Ѕ + 1,)= _ г,,,д.
Здесь 5 - перемещение тележки, $+Ь - перемещение тела,
работа силы трения над тележкой положительна, а над телом _
отрицательна. Таким образом, общий итог получается точно
таким же, как если бы тележка покоилась, а тело пере-
местилось на расстояние Ь.

Тот факт, что полная работа сил трения не зависит от си-
стемы отсчета, имеет еовершенно прозрачный физический смысл.
с энергетической точки зрения. В самом деле, полная работа сил”
трения равна, с противоположным знаком, изменению внутрен-
ней (тепловой) энергии тела и тележки, которое, очевидно, не
ДОЛЖНО ЗЗВНСЄТЬ ОТ СИСТЕМЫ ОТСЧЄТ8 (ВЄДЬ НЗМЄНЄННЄ ТЄМПЄРЭ-

туры тела не зависит от того, какой наблюдатель его измеряет).
Задача 5. Человек бросает камень массой т со скоростью о в

горизонтальном направлении. В неподвижной системе отсчета
работа человека над камнем равна то?/2, а в системе отсчета,

Ф.

движущейся со скоростью и/2, эта работа равна нулю. Не
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противоречит ли этот факт утверждению, что работа соверша-
ется человеком за счет ресурсов собственной внутренней энер-
гии и потому не должна зависеть от системы отсчета?

С точки зрения баланса энергий, работа человека не должна
зависеть от системы отсчета. Однако работа человека над кам-
нем явно различна в разных системах отсчета. Как же так?

Все дело в том, что человек совершает работу не только над
камнем, но и над... Землей, и для восстановления правильно-
'го баланса энергий надо учесть изменение энергии Земли при
броске камня. Эти рассуждения кажутся весьма непривычны-
ми, так как обычно молчаливо предполагается, что измене-
нием скорости Земли можно пренебречь (масса Земли очень
велика), и учитывается только кинетическая энергия тел, дви-
жущихся в поле тяжести Земли. И все-таки доведем наши
рассуждения до конца. __*

Приращение скорости Земли АУ можно найти из закона
сохранения импульса системы «камень - Земля» (обозначим
массу Земли через М):

ть'+мї7=о Ѕї/"=-- 32-" 91
В системе отсчета, где начальная скорость Земли равна нулю,
приращение кинетической энергии Земли ничтожно мало, и мы
его обычно не учитываем:

М(А\/)2 ттиг то2

-о

Однако в системе отсчета, движущейся со скоростью и/2, из-
менение кинетическойэнергии Земли отнюдь не является пре-
небрежимо малым:

ём + м/) їём мам/=%9Ё.
Видно, что и здесь полная работа человека равна то2/2, только
она совершается не над камнем, а над Землей.

Таким образом, необходимо иметь в виду, что изменение ки-
нетической энергии очень тяжелого тела (Земли, стенки и т. п.)
можно считать ничтожно малым только в той системе отсчета,
где это тело в начальный момент покоится.

Задача 6. Шарик, подвешенный на пружине жесткостью Іг, по-
гружен в жидкость. Плотность материала шарика р больше, чем
плотность жидкости рж. Вначале шарик удерживают в таком
положении, что пружина не деформирована, а затем отпуска-

ют. Какое количество теплоты выделится в системе к тому мо-
менту, когда колебания шарика прекратятся и он остановится?
Объем шарика І/. 79



Прежде всего отметим, что выражение «выделяется такое-
то количество теплоты» нельзя назвать удачным с сегодняшней
точки зрения. Оно сохранилось и продолжает использоваться
по чисто историческим причинам. На современном языке оно
означает: «на столько-то увеличивается внутренняя, тепло-
вая энергия тел системы».

Теперь _ по существу. В нашей задаче изменение внутрен-
ней энергии системы «тело _ жидкость_Земля›› (обозначим
его через О), взятое с противоположным знаком, равно работе
силы сопротивления и может быть вычислено как уменьше-
ние механической энергии системы:

О: _Асопр= _АЕмех'

Кинетическая энергия равняется нулю как в начальном,
так и в конечном состоянии, так что нам надо найти изменение
только потенциальной энергии. Здесь часто встречается ошибка,
которая состоит в том, что, учитывая изменение потенциаль-
ной энергии пружины (Іех2/2) и потенциальной энергии шари-
ка (_гп3х), забывают учесть изменение потенциальной энергии
жидкости. Смысл этого вклада в изменение энергии иллюстри-
рует рисунок 6: одновременно с перемещением шарика вниз про-
исходит перемещение объема жидкости вверх из того места, где
находится шарик в конечный момент, в то место, где он находил-
ся вначале.

Итак,

ІєхгС): __ _ё._--|- т3х_т,.,3х.

Смещение х можно найти из условия равновесия шарика
_т3-|--тжд-1-Ігх=О,

где пику _ сила Архимеда. Учитывая, что т =р\/ и т,.,=р,,,\/, по-
лучаем окончательно

((р_Р›к)Ё\/)2

от* т 2!Ё '

7 /

" 11 777: КЁ '- <3г--- --* ~--

Рис. 6
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Заметим, что можно было не думать об изменении энергии
ЖНДКОСТИ, НО ТОГД8, ЗЗПИСЫВЗЯ ЗЗКОН НЗМЄНЄННЯ МЄХЗННЧЄСІ-(Ой

энергии, необходимо было учесть работу силы Архимеда как
внешней силы по отношению к системе <<тело_Земля»:

АЕмех:Асопр +Аарх= їаїтжгх

(работа силы Архимеда при движении шарика вниз отрицатель-
на). Такой более формальный подход иногда оказывается про-
ще и надежнее.

Упражнения
І. Тело съезжает с наклонной плоскости, высота которой І1, а осно-

вание Ь. Какой путь пройдет тело по горизонтали, если коэффициент
трения на всем пути р? Участок перехода с наклонной плоскости на
горизонтальную считать плавным и гладким.

2. Два тела, массы которых т. и ть, соединены недеформирован-
ной пружиной и лежат на горизонтальной поверхности (рис. 7). На
первое тело начинает действовать постоянная сила Г. При каком мини-
мальном значении этой силы второе тело сдвинется с места? Коэф-
фициент трения тел о поверхность р.

3. Маленькое тело массой т лежит на краю длинной тележки
(рис. 8). Тележке ударом сообщают скорость и. На сколько пере-
местится тело относительно тележки, если масса тележки М, а -ко-
эффициент трения между телом и тележкой р? Трением между тележ-
кой и плоскостью пренебречь. _

4. После выстрела вслед грузовику, движущемуся со скоростью
и=І0 м/с, пуля застревает в задней стенке кузова. Считая, что на-
чальная скорость пули и0=І00 м/с, а ее масса т=20 г, найдите коли-
чество тенлоты, выделившееся при ударе.

5. Маленький шарик объемом \/ поднимают на высоту п. над по-
верхностью жидкости и отпускают. Упав в жидкость, шарик погру-
жается на глубину #12, после чего начинает всплывать. Найдите
количество теплоты, которое выделится в системе к моменту макси-
МЗЛЬНОГО ПОГРУЖЄННЯ ШЗРНКЗ. ПЛОТНОСТЬ МЗТЄРИЗЛЗ ШЗРНКЗ р МЄНЬ-
ШЄ ПЛОТНОСТН ЖНДКОСТН рж.



ГИДРОСТАТИ КА

А. Буздин, С. Кротов

Прежде всего напомним основные законы гидростатики.
Жидкости и газы при движении как целое представляют со-

бой механическую систему, части которой взаимодействуют друг
с другом посредством только сил давления. Действительно,
когда жидкость (здесь и далее, говоря о жидкости, мы подра-
зумеваем и газ тоже) находится в покое, вязкость не проявля-
ется _ жидкое трение возникает лишь при движении слоев жид-
кости друг относительно друга или относительно твердого
тела.

Для жидкости, как известно, выполняется закон Паскаля:
давление, производимое на жидкость, передается без изменения
в каждую точку жидкости. Если жидкость находится под дей-
ствием только силы тяжести, давление р увеличивается с глу-
биной погружения /1 по закону р=рдІ1, где р _ плотность жидко-
сти. Поэтому различные участки тела, погруженного__в_ жид-
кость, испытывают разные силы давления. В результате их сум-
марного действия возникает выталкивающая сила (архимедова
сила). Согласно закону Архимеда, тело, целиком погружен-
ное в жидкость, выталкивается кверху с силой, равной весу
вытесненной им жидкости (т. е. весу жидкости в объеме этого
тела).

Сразу же обратим внимание на тот факт, что закон Архи-
меда неприменим, когда погруженное тело плотно прижато к
стенкам или дну сосуда. Например, известно, что подвод-
ная лодка, опустившаяся на илистое дно, под действием силы
гидростатического давления прижимается ко дну, а вовсе не
выталкивается кверху.

Перейдем теперь к рассмотрению конкретных задач.

Задача І. На одной из чашек уравновешенных весов на-
ходится стакан с водой и штатив с подвешенным к нему грузом
(рис. І). Что произойдет с равновесием весов, если нить удли-
нить настолько, чтобы груз оказался в воде?
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Многие абитуриенты считают, что равновесие нарушится.
В качестве причины одни называют выталкивающую силу, дей-
ствующую на груз по закону Архимеда и уменьшающую
натяжение нити, а значит, и силу давления штатива на чашку
весов. Другие считают, что после погружения в воду груз будет
давить на нее с добавочной силой или, что эквивалентно, повы-
сит уровень воды в стакане и тем самым увеличит давление на
дно стакана, в результате чего левая чашка перевесит.

Чтобы получить правильный ответ, достаточно понять, что
содержимое чашки не меняется в зависимости от положения
груза _ вне воды или в воде, и поэтому равновесие весов сохра-
няется. Но что же было неверного в предыдущих рассуждениях?

При опускании груза в воду натяжение нити действитель-
но уменьшится на величину выталкивающей силы, действую-
щей на груз, и поэтому уменьшится сила давления штатива на
чашку. Однако, согласно третьему закону Ньютона, на величи-
ну выталкивающей силы возрастет сила, действующая со сто-
роны груза на воду и на дно сосуда. Таким образом, давле-
ние стакана на чашку увеличится. Причем уменьшение силы
давления штатива будет в точности скомпенсировано увеличе-
нием силы давления стакана на чашку весов. Ответ, как видим,
один _ равновесие не нарушится.

Подумайте, что произошло бы с весами, если бы в стакан с во-
дой опустили палец, не касаясь стенок и дна стакана.

Задача 2. В сосуде с водой плавает стакан, в котором нахо-
дится небольшой шарик (рис. 2). Как изменится уровень во-
ды, если шарик _ один раз деревянный, а другой стальной _ пе-
реложить из стакана в сосуд?

Сила давления на дно сосуда равна, очевидно, весу воды,
стакана и шарика. Если поставить сосуд (который для про-
стоты можно считать невесомым) на весы, то они покажут вес
содержимого, причем их показания не изменятся от того, будет
ли шарик находиться в стакане или в сосуде с водой. С дру-
гой стороны, весы должны показывать силу, действующую на
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Рис. 3
дно сосуда, которая в начальной ситуации определяется только
уровнем воды в сосуде.

В случае, когда из стакана перекладывают деревянный ша-
рик, он будет плавать на поверхности воды, и действующая
на дно сосуда сила будет, по-прежнему, определяться лишь
уровнем воды. А поскольку эта сила не меняется, уровень воды
тоже должен остаться прежним.

Иным будет результат в случае, когда шарик стальной.
Такой шарик опустится на дно сосуда, и полная сила давле-
ния на дно будет складываться _из силы давления воды и
силы давления шарика. Полная сила опять-таки не должна из-
мениться, значит, должна уменьшиться сила давления воды.
Следовательно, уровень воды в этом случае понизится.

Попробуйте ответить на вопрос: как изменится уровень во-
ды в стакане, где плавает кусок льда с вмороженными в него:
а) пробкой, 6) дробинкой, в) пузырьком воздуха, после того
как лед растает?

Задача 3. Стальной шарик плавает в ртути. Поверх ртути
наливают слой воды, покрывающий шарик (рис. 3). Как изме-
нится глубина погружения шарика в ртуть?

Очевидно, возникает желание воспользоваться непосред-
ственно законом Архимеда. Однако трудность состоит в том,
что разные части шарика находятся в разных жидкостях,
поэтому шарик в целом рассматривать нельзя. Выберем произ-
вольно малый участок поверхности шарика, находящийся в
ртути, и найдем действующую на него силу давления. Ясно,
что она будет равна _

Ґ=(Р1.Є/11+Р2Є}12)АЅ_.

где рд _ плотность воды, 92 _ плотность ртути, АЅ _ площадь
выбранного участка. Представим эту силу в виде

Ґ=(Р18'(д1+/12)+(Р2--Р1)8(12)А5=Ґ1+ї2-

Теперь просуммируем силы давления. действующие на все
участки поверхности шарика, сопрнкасающиеся как со ртутью,
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так и с водой, и получим две силы: Р. иР2. Сила Р.=р.3(\/,+1/2)
есть выталкивающая сила, действующая на шарик при условии,
что он погружен только в воду. Вторая сила Р2=(р2_р.),9\/2
представляет собой силу выталкивания шарика, как если бы
он был погружен до уровня ртути в жидкость плотностью
(Р2_Р1)-

Таким образом, равнодействующая выталкивающая сила
равна

Ґ`=1:1+Ґ`2=912\/1+()22\/2-

Мы видим, что она складывается из двух частей: вода вы-
талкивает часть шарика, плавающую в ней, а ртуть, сама по
себе, выталкивает часть шарика, погруженную в нее. Имеет
место как бы принцип независимости сил выталкивания _ каж-
дая жидкость вносит в общую силу свой независимый вклад.
Хотя интуитивно (и такие ответы действительно встречаются)
могло бы показаться, что ртуть выталкивает шарик, а вода
наоборот прижимает его к ртути.

Итак, вода как бы помогает ртути удерживать шарик, он
несколько «вылезает» из ртути, и глубина погружения шарика
в ртуть уменьшается.

Задача 4. В стакане с водой плавает цилиндрическая
деревянная шайба с цилиндрической дыркой. Оси шайбы и дырки
параллельны. Площадь дна стакана Ѕ, площадь сечения дырки
з. удерживая шайбу на месте, дырку осторожно заполняют
маслом, после чего шайбу отпускают. На какую высоту
поднимется шайба, если вначале она выступала из воды на
величину Н? Плотность масла р, плотность воды ро.

Прежде всего найдем, на какую высоту поднимется уровень
воды в стакане после того, как шайбу отпустят. Для этого
определим изменение силы давления АГ, на дно сосуда. С од-
ной стороньд

АҐ`д= р0дАІ1Ѕ,

если АІ1 _ изменение уровня воды. С другой стороны, изменение
силы давления равно силе тяжести налитого масла:

АР,1=р3Н$.

Отсюда получаем

м=!ї'і.
(108

Выталкивающая сила, действующая на шайбу и уравновеши-
вающая силу тяжести, определяется давлением воды на ее
нижнее основание. Поскольку шайба продолжает плавать, по-
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ложение ее относительно нового уровня воды в стакане должно
остаться неизменным. Следовательно, шайба поднимется как раз
на величину Апщ

Подумайте, на сколько поднялась бы шайба, если масло на-
лить вне шайбы, ничего не наливая-в дырку.

Задача 5. На камень, выступающий над поверхностью воды
на высоту Н, опирается верхним концом тонкая деревянная
доска длиной І, частично погруженная в воду (рис. 4). При
каком лйінимальном коэффициенте трения между камнем и до-
ской доска будет находиться _в равновесии? Плотность воды
ро, дерева р.

На доску действуют четыре силы. Это сила тяжести
МЕ, приложенная к центру доски, сила реакции опоры П,
приложеннаяк точке касания с камнем и перпендикулярная
доске, сила трения Ётр, действующая в той же точке, но направ-
ЛЄННЗЯ ПО К8СаТЄЛЬНОй' К ДОСКЄ, И ВЬІТЗЛКРІВЭЮЩЗЯ СИЛ3

Е. - _
До сих пор нам было достаточно- знать лишь модуль архи-

медовой силы._Теперь же оказывается необходимым выяснить,
гд€ приложена эта сила. Выделим мысленно в жидкости объем
произвольной формы. В равновесии действующая на жидкость в
этом объеме сила тяжести уравновешивается силами гидроста-
тического давления, т. е. выталкивающей силой. Момент си-
лы тяжести относительно центра масс выделенного участка
жидкости равен,,очевидно, нулю. Значит, должна быть равна
нулю и сумма моментов сил давления. Заменяя выделенный
объем жидкоститвердым телом такой же формы, убеждаем-
ся, что деиствующие на него со стороны окружающей жидко-
сти силы не изменятся. Отсюда можно заключить, что сум-
марное действие сил давления эквивалентно действию силы,
направленной по вертикали и проходящей через центр масс
вытесненного объема жидкости. Подчеркнем, что таким обра-
ЗОМ МЫ_ НЗХОДНМ ЛИШЬ ЛННИЮ ДЄЙСТВИЯ ВЫТЗЛКИВЗЮЩЄЙ СИЛЫ,
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НО НИЧЕГО НЄ МОЖЄЪІ СКЗЗЗТЬ О КОНКРЄТНОЙ ТОЧКЄ ЄЄ ПРИЛО-

ЖЄНИЯ. -

' Итак, в дан-ном случае выталкивающая сила направлена
вертикально вверх и проходит через середину погруженной части
доски (через центр масс вытесненного объема воды).

Пусть площадь сечения доски 5. длина погруженной части
доски 2х, а угол, который доска составляет с горизонтом
(с поверхностью воды), сх. Тогда

/:н=2ХрпЅ2' Н /И2=рІЅ;_{.

Поскольку нас интересует минимальное значение коэффициента
ТреНия_ ДОСКИ О КЗМЄНЬ, МОЖНО СЧИТЗТЬ, ЧТО

- |.І,~.

Так как доска находится в равновесии, сумма всех дей-
ствующих на доску сил равна нулю. Запишем это условие.
спроектировав все силы на ,направления касательной к доске
и нормали к ней: у '

2хр0Ѕ3 віп ос-рІЅ3 віп оі+ р./\/=0.
2хр0Ѕд сов ос-рІЅд сов а+ М=0.

Поделив почленно эти_ уравнения друг на друга, найдем, что
р,=і3 ос.

С другой стороны, как это видно из рисунка 4,

Н .____. “Є”
Величину х можно-найти из условия равенства нулю суммы
моментов всех сил, действующихна доску. Удобнее всего рас-
смотреть моменты сил относительно точки касания доски и кам-
ня (точки О), поскольку при этом моменты сил трения и
реакции опоры будут равны нулю.

Линия действия архимедовой силы проходит через центр масс
погруженной части доски, значит, ее плечо относительно точки О
равно (І_х) сов а. Плечо силы тяжести равно (І/2) сов а. Условие
равенства нулю суммарного момента сил имеет вид

Ір1$ 5- сов а-ро-2хЅ(І_х) сов а=0,
или 1

0

х2-Іх+ Ё-[Ё =0.
0
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Отсюда находим

1< «/ Р)Х= т- І_ І_ _
2 рд

(второй корень следует отбросить, так как он не удовлетво-
ряет условию 2х<І).

Тогда окончательно получаем

Н

х/ГЧ 1-ь/ра -Н”
И с

В условии задачи было сказано, что доска тонкая. Подумай-
те, как это использовалось при решении.

Заметим, что вопрос о моменте выталкивающей силы исклю-
чительно важен при рассмотрении устойчивости плавания тел.
В кораблестроении вводится специальное понятие о метацент-
ре _ точке пересечения линии действия выталкивающей силы
в наклонном положении корабля с плоскостью его симметрии
(рис. 5). Метацентр (точка М) не должен опускаться ниже
Центра тяжести корабля (точка О), иначе вращательный
момент архимедовой силы не сможет вернуть корабль в вер-
ТИКЭЛЬНОЄ ПОЛОЖЄНИЄ. -

Задача 6. В аквариум прямоугольного сечения налита вода
(плотность воды р=103 кг/ма) до высоты Н =0,5 м. Определи-
те силу, действующую на стенку аквариума длиной І=І м, и
момент сил давления -на эту стенку:-относительно ее нижнего
ребра.

В данном случае давление меняется с глубиной погруже-
ния І1, причем меняется по линейному закону р=р3І1. Не вы-
зывает сомнения, что равнодействующая всех сил давления

17,/

М

Ё
` Рис. 5
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на стенку направлена горизонтально. А чему равен ее модуль?
Обычно при ответе на этот вопрос используют формулу
Р=рсрЅ, где Ѕ=ІН _ площадь соприкосновения воды со
стенкой, а р,р=руН/2 _ среднее давление, равное давлению
на середине глубины. И такой ответ, безусловно, верный. Однако
не каждый абитуриент может объяснить.почему используется
именно это давление в качестве среднего. Попробуем сделать это.

Рассмотрим прямоугольную призму (из материала плот-
ностью р) высотой І, в основании которой лежит прямоуголь-
ный равнобедренный треугольник со стороной Н. Поставим
эту призму на горизонтальную поверхность (рис. 6). Нетрудно
видеть, что сила давления призмы на поверхность по модулю
совпадает с силой давления воды на боковую поверхность
аквариума (вследствие одинаковости распределения давлений по
поверхности соприкосновения). Но сила давления призмы _
это ее вес, поэтому

г,=рдн %1= (ру нн)=125о н.

Итак, действительно в качестве среднего давления воды следует
взять давление на середине глубины.

Второй вопрос задачи _ более сложный, поскольку и давле-
ние меняется с глубиной, и плечи соответствующих сил давления
также зависят от глубины. Ссылаясь на аналогию с преды-
дущим результатом, иногда предлагают для нахождения момен-
та сил давления использовать среднюю силу давления и «сред-
нее» плечо, равное Н/2. Но это совершенно неправильно.
Чтобы получить верный ответ, действительно следует восполь-
зоваться аналогией, но аналогией с призмой, упоминавшейся
выше. Для нее искомый момент есть произведение силы тяже-
сти на плечо относительно прямой АА' (см. рис. 6). Линия
действия силы тяжести находится на расстоянии Н/3 от

-І-

/1

 ,ЧМ; Р-ї-4

\ "'Ґ-ь
±_ __*

:Ё:_;Ё1, __ -_*Ё
_ _\__

 А`

Рис. 6

89



ребра АА' (в однородном треугольнике центр масс находится
В ТОЧКЄ ПЄРЄСЄЧЄНИЯ МЄДИЭН), ПОЭТОМУ МОМЄНТ СИЛ ДЗВЛЄНИЯ На

стенку равен

Мд=ред'ї1н;;їы2ов,з н.м.

При решении задачи мы нигде не учитывали атмосферное
давление. Подумайте, может ли оно изменить ответ.

Задача 7. Что произойдет с глубиной погружения шарика,
плавающего в стакане с водой, если стакан начнет с ускоре-
нием двигаться вверх?

Рассмотрим систему «вода _ плавающий в ней шарик». Пусть
она движется вверх с ускорением а. Это ускорение создается
за счет разности сил давления А/О со стороны дна стакана и
силы тяжести системы (М+т)д, где М _ масса воды, а т _
масса шарика:

На-(М+т)2=(М+т)а.
Пока система покоилась, сила давления А/О на дно стакана
определялась соотношением

А/О-(М+т)3=0.

Сравнивая силы На и А/0, видим, что

Щ _ ше
^/0 -_ Е 0

Покажем, что давление в любой точке жидкости увеличи-
лось в такое же число раз. Выделим «водяной» цилиндр
сечением АЅ, одно из оснований которого совпадает с поверх-
ностью воды, а другое находится на глубине /1. Запишем
уравнение движения этого цилиндра в вертикальном направ-
лении:

р,,АЅ - рАЅІ13 = рАЅ/та,
где р;, _ давление воды на глубине п, р _ плотность воды.
Мы видим, что это давление равно

Р›==*Р(2+<1)д~
т. е. по сравнению со статическим случаем оно возросло в
(3-{-а)/у раз. Следовательно, во столько же раз увеличилась
ВЬІТЭЛКИВЕІЮЩЗЯ СИЛ8.

Запишем теперь уравнение движения шарика по вертикали:

р\/0 3% _т3=та.
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Рис. 7

Отсюда получаем, что объем погруженной части шарика при
ускоренном движении стакана вверх равен \/,,=т/р и не зависит
от ускорения системы. Следовательно, глубина погружения
шарика в воду не изменится.

Задача 8. Аквариум, имеющий форму куба с ребром І., до
половины наполнен водой и приведен в движение с горизон-
тальным ускорением а (а<3ў. Считая, что к моменту начала
движения системы «аквариум _ вода» как целого вода не рас-
плескалась, определите форму поверхности воды и давление
в точке М (рис. 7).

Сразу же скажем, что поверхность воды будет пред-
ставлять собой часть плоскости, наклоненной к горизонту
под углом а. Теперь обоснуем это и найдем угол а..

Выделим небольшой объем жидкости массой Ат вблизи про-
извольной точки А поверхности воды. Равнодействующая сил
давления со стороны всей остальной воды будет перпенди-
кулярна поверхности в данном месте (почему?). Пусть она рав-
на А/ и образует угол а с вертикалью. Тогда выделенный
участок поверхности (поскольку он мал, его можно считать
плоским) образует тот же угол а с горизонтом.

Запишем уравнения движения нашего объема воды, спроекти-
ровав все силы и ускорения на вертикальную и горизон-
тальную оси: ' -

А/сов а-Ат3=0,
Л/ віп оь=Ата.

Отсюда получаем

Е а= -9
Є 2

_ угол наклона поверхности не зависит от выбора точки А и
определяется только отношением а/3.
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Выберем теперь в воде плоскость, параллельную поверх-
ности воды и отстоящую от нее по вертикали на расстояние п.
Покажем, что во всех ее точках давление воды р,, будет
определяться по формуле р;.=руІ1. Действительно, выделим в во-
де цилиндр с образующей длиной І1 и основаниями АЅ (см.
рис. 7). По вертикали этот объем не движется, поэтому сум-
ма проекций всех действующих на него сил на вертикальное
направление равна нулю:

ру/1АЅ сов а-р,,АЅ сов он =0,
где первое слагаемое _ это сила тяжести цилиндра, а второе _
вертикальная проекция силы давления на нижнее основание
цилиндра. Отсюда получаем

Р›==Р8д-
Таким образом, поверхностями постоянного давления будут пло-
скости, параллельные свободной поверхности воды.

Для нахождения давления в точке М заметим, что из-за
несжимаемости воды точка В (середина) остается на месте. Сле-
довательно, е

рм=р3 + Ёїё “›=Р(0+8)€*-

Было ли нами где-нибудь использовано условие а<Д?
Найдите также силы давления воды на стенки и дно аквариума
при его ускоренном движении.

Упражнения
І. Ртутный манометр (рис. 8) состоит из двух трубок с площадЯМН

сечения 5. и 52, причем 5./Ѕ2==2. На сколько изменилось измеряемое
давление р, если уровень ртути в левом колене поднялся на Ап= ІО мм?

2. В бочку с водой упал стеклянный диск. Его диаметр 0=З0 см,
толщина п=5 мм, плотность р=2,6-10” кг/м”. Чтобы достать диск, в
бочку опустили трубку диаметром а=І0 см, плотно прижали ее к

Р

. ._.5:2:¦; _ -. _ . . :-:-:-:-:-'О о 0 0 .'ц'о'-'.' 'ц' 'Ёп:$:5:=:=$:=:=:=:=:='= Ё=:=Ё=:=:-'›'- -'-;.};.;.;.-.-І- .;.;.-.-.-.-
.;.-ЁїЁ$:ї:=:=:3:ЁЁ=Ё ї:=:=Ё=Ё1ЁїЁ_.;.;.;<.;.;.;.;.±.;. ;.;.;.;.;.;.
.ІдІ.І-І 0'І.и_п_с.ц.п_и' 'ода ц.п.п.1.-:-:-:;:=:-:;:-:-'-: :-':-:-:-:

;::2;:;.$:І-.°Ё-¦:`ь'-.- 'І ;¦;:;¦;
І Й.І

-Ё ¦-¦-.-.
І І
І

5:2:-3:3: .'І.''

':':':'сІ.
. Й І 'ІО І. .

-:ЕЁ=Ё=:=:==5:=ЁЁ:'*' ,

Рис. 8
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Рис. 9

диску, выкачали из нее воду и стали медленно поднимать вверх.
Определите, до какого расстояния до поверхности воды можно таким спо-
собом поднять диск.

3. Воронка массой М, имеющая форму усеченного конуса с радиу-
сом основания К, стоит на столе. Края воронки плотно прижаты к
поверхности стола. Сколько воды будет налито в воронку к моменту
ее отрыва от стола, если высота уровня воды в воронке в этот
момент равна /1?

4. Цилиндрическую гирю, подвешенную к динамометру, опускают в
воду, пока уровень воды в сосуде не изменится на Ап=8 см (рис. 9).
Показание динамометра при этом изменилось на АГ=0,5 Н. Определите
сечение сосуда.

5. В стакане, доверху наполненном водой и закрытом сверху, пла-
вает деревянный шарик. Как изменится сила давления шарика на
крышку, если сосуд привести в движение с ускорением, направлен-
ным вертикально вверх?



МЕХАНИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ

В. Тихомирова

Гармоническим колебательным движением называют движе-
ние, происходящее по закону

х=хь сов (ші-1-срь). (І)
Здесь х _ смещение тела из положения равновесия, хь -
амплитуда колебаний, шІ+«р0=<р _ фаза колебаний, со - цик-
лическая частота, которую можно связать с частотой коле-
баний у или периодом колебаний Т соотношениями ш=
=2лу=2л/Т, и фо _ начальная фаза.

Наибольшую трудность при изучении этих величин вызывает
обычно понятие фазы колебаний. Из уравнения (І) видно, что,
зная фазу колебаний и амплитуду, можно определить не только
положение тела в данный момент времени, но и направление
движения тела. Поэтому говорят, что фаза колебаний харак-
теризует стадию колебательного движения в рассматриваемый
момент. Начальная фаза показывает, с какой стадии начался
колебательный процесс. Пусть, например, математический маят-
ник (рис. І) колеблется с начальной фазой <рь=:п;/2. Это
означает, что он начинает двигаться из положения равнове-
сия влево. Через четверть периода, когда фаза колебаний
<р=ь›і+<р0=л, маятник дойдет до крайнего левого положения
и т. д. Особенно важными понятия фазы и начальной фазы ста-

7 7

І ,

во ,І
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Рис. І
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Рис. 2

новятся при сравнении или сложении нескольких коле-
баний.

Уравнение (1) _ это кинематический закон, описываю-
щий гармонические колебания и связывающий основные кине-
матические величины, характеризующие это движение. А когда
возможно такое движение? От чего зависят амплитуда, частота
и начальная фаза колебаний? Самые простые и наглядные
примеры колебательных систем _ это пружинный (рис. 2)
и математический маятники. Будем говорить только о свобод-
ных (собственных) колебаниях этих маятников (хотя уравне-
ние (І) описывает и вынужденные колебания тоже).

Если каким-нибудь образом вывести маятник из состояния
равновесия, сообщив ему некоторую начальную энергию, он бу-
дет совершать периодически повторяющиеся движения. Отли-
чительной особенностью колебаний по срав_нению с остальны-
ми видами периодических движений является то, что существует
особое положение _ положение равновесия, к которому маят-
НИК ПЄРИОДИЧЄСКИ ВОЗВРЗЩЗЄТСЯ, НО НЄ ОСТЗНЕІВЛИВЗЄТСЯ В

этом положении, а продолжает двигаться дальше по инерции.
Следовательно, в системе, обладающей инертностью, обязатель-
но должна быть так называемая возврашающая сила. В пру-
жинном маятнике это _ сила упругости, в математическом _
составляющая силы тяжести. Возвращающая сила связана со
СМЄІ-ЦЄНИЄМ МЗЯТНИКЗ СООТНОШЄННЄМ : И

Рвї ійх,

которое по виду напоминает закон Гука для упругих дефор-
маций. Поэтому Р., часто называют квазиупругой силой (при-
ставка <<квази›› означает «как бы››), а Іг _ коэффициентом
квазиупругости (он зависит от природы возвращающей
силы). Таким образом, основной закон динамики _ второй
закон Ньютона _ для гармонических колебаний записывается
так:

Р Ё
а т _ С ніх' (2)

Решением этого уравнения и является выражение (І).
Начальная фаза фь зависит, конечно, только от начальных

условий. Циклическая частота съ определяется параметрами
системы т и Іг, характеризующими инертные и квазиупругие
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А вот амплитуда колебаний зависит от той энергии, которую
сообщили маятнику в начальный момент. Конкретнее об этом _

~ ипри решении следующеи задачи.

Задача І. Пружинный маятник совершает гармонические
колебания с_ц-иклической частотой ш и амплитудой хь. Найдите
МЦКСЦМСІЛЬНЬІЄ ЗНЦЧЄНЦЯ уСК0рЄНЦЯ Ц СКОРОСТИ МЦЯТНЫКЦ. (1 ТЦКЖЄ

его механическую энергию.
Поскольку смещение х маятника изменяется по закону

х=х0 сов шт,
а скорость и ускорение связаны с соотношениями

` и=х', а=о'=х”,

то скорость и ускорение тоже изменяются по гармониче-
ским законам:

о= _ь›х0 віп фі=и0 сов (ші+л/2),
а= --шэхо сов ші= -ад сов ші.

Отсюда следует, что максимальные значения скорости и ускоре-
ния равны соответственно

00 = ЮХ0, (10 = (І)2Х0.

Заметим, что колебания скорости опережают по фазе колеба-
ния смещения на л/2, т. е. на четверть периода, а колебания
ускорения противоположны по фазе колебаниям смещения.

Графики зависимости смещения, скорости и ускорения маят-
ника изображены на рисунке З.

Механическая энергия маятника Е складывается из кинетиче-
ской энергии шарика Е,,=ти2/2 и потенциальной энергии упру-

Х О О

А,-їїЄ)1
Рис. 3
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Рис. 4

гой деформации пружины Е,,=Ігх2/2. При прохождении поло-
жения равновесия, когда невесомая пружина недеформиро-
вана, а скорость шарика максимальна, полная энергия

9

ППЗБ
Е;-Ей птах = Т-

В МОМЄНТ НЭИООЛЬШЄГО УДЗЛЄНИЯ ШЗРИКЗ ОТ ПОЛОЖЄНИЯ РЗВ-

НОВЄСИЯ, КОГД8 ЄГО СКОРОСТЬ РЗВНЗ НУЛЮ, 3 ДЄФОРМЗЦИЯ Пру-
ЖИНЬІ МЗКСИМЗЛЬНЗ, ЭНЄРГИЯ

Ігхг
Е=Ертах= 32 -

Очевидно, что полная энергия Е маятника с течением
времени не меняется (мы рассматриваем незатухающие свобод-
ные колебания). А чтопроисходит с Е), и ЕР?

Запишем выражение для потенциальной энергии упругой
деформации:

Ё 2 Ё 2 Ё 2
Е,,= -Ё = Ё" совг ь›і= її” (І + сов 2ь›І).

Видно, что потенциальная энергия тоже меняется с. течением
времени по гармоническому закону, но частота ее колеба-
ний в 2 раза больше частоты колебаний смещения маятника.
Кинетическую энергию можно представить как разность пол-
ной энергии и потенциальной:

2
Ед=Е-Е,,= Ё-Ёі(1 -сов 2ші).

Кинетическая энергия изменяется с тои же частотои, что и
потенциальная, но в противофазе с ней. Графически это по-
казано на рисунке 4, где Т, _ период колебаний энергии,
а Т _ период колебаний смещения.

Таким образом, рассматривая колебания, можно говорить
О ПЄРИОДИЧЄСКИХ ИЗМЄНЄНИЯХ НЄ ТОЛЬКО СМЄЩЄНИЯ, СКОРОСТИ,
ускорения, но также и кинетической и потенциальной энер-
гий.

4_ Приложение «Квант» 97



Задача 2. На чашку весов, подвешенную на пружине, па-
дает с высоты п груз массой т и остается на чашке (рис. 5, а).
Жесткость пружины Іг. Массы пружины и чашки малы по
сравнению с массой груза. Определите амплитуду и период
свободных колебаний чашки с грузом.

_Система действительно будет совершать колебания, так как
она представляет собой пружинный маятник, расположенный
вертикально. Но, кроме силы упругости пружины, на чашку
с грузом действует еще сила тяжести. Какова ее роль? Эта
сила, оказывается, лишь изменяет положение равновесия систе-
мы, смещая его вниз на величину Ах (рис. 5,6).

Рассмотрим две системы координат: ОХ и ОІХ.. Запишем
закон движения маятника в первой системе:

та= _Ігх-І-ту.
Но

)С==Х|-Ъ-АХ.

Величину Ах можно найти из условия равенства сил тяжести
и упругости в положении равновесия:

ту =ІгАх.
Поэтому П

' та=_кх1_к%4-ту: -Ієхд,

т. е. ускорение грузу в системе ОІХІ сообщает как бы только сила

а) 7 6) 7

ч- °Ахоі

А
хо І/ \\

_ 41.22 _\.\

Х

Х:
Рис. 5
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Рис. 6

упругости. В таком случае период колебаний равен

Т=2л \/%.

Амплитуду колебаний найдем, исходя из закона сохра-
нения энергии. В начальный момент груз обладает потенциаль-
ной энергией тяготения. В момент, когда пружина максималь-
но растянута, потенциальная энергия упругой деформации За-
пасена в пружине (за начало отсчета высот принимаем наиниз-
шее положение чашки с грузом, поэтому во втором случае
груз не обладает никакой энергией). Приравняем эти энергии:

тем + Ах + ло) = __~Ё(^”ё*”°)2 .
где Ах=т3/Іг. Отсюда получаем

2ігІ1”°=% \/“яд-
Задача 3. Найдите частоту колебаний маятников, изобра-

женных на рисунке 6. Жесткости пружин Ігд и 122, масса груза т.
Массами пружин пренебречь. '

Рассмотрим сначала первый маятник (рис. 6,а). Если
сместить груз из положения равновесия вниз на величину х,
то верхняя пружина дополнительно растянется на длину х,
а нижняя _ сожмется тоже`на х. Но обе дополнительные
силы упругости направлены вверх, т. е. к положению равно-
весия, поэтому можно записать:

та= -Ігдх--Іг2х= _(Іг1-|-І22)х.

По уравнению движения маятника,

- а= -ш2х,
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поэтому

ш:__.-` /(<1+Ё2 _
т

Во втором случае (рис. 6,6) при смещении груза из поло-
жения равновесия вниз на величину х обе пружины растя-
нутся, но их удлинения х. и х2 будут разными. Однако

Х|+Х2=Х.

А вот силы упругости пружин одинаковы (это следует из
третьего закона Ньютона и условия невесомости пружин):

Ё1Х1=Ё2Х2.

ПОЭТОМУ ЗЗКОН ДВИЖЕНИЯ ГРУЗЗ ОУДЕТ ВЬІГЛЯДЕТЬ 'ГЗКІ

та-=-Ё|Х|=-аЁ2Х2=  І,
І 2

Ш: -1 / ЁНЁ2
(Ё|+Ё2)т О

Заметим, что частота колебаний первого маятника больше,
чем частота колебаний второго (проверьте это самостоятельно).

откуда

Задача 4. Ареомгтр массой т представляет собой шарик.
заполненный дробью, и цилиндрическую трубку с поперечным
сечением Ѕ. Он помещен в жидкость плотностью р (рис. 7).
Ареомгтр погружаютв жидкость несколько глубже, чем это
нужно для его равновесия, и затем отпускают. Найдите
период свободных колебаний ареометра.

В положении равновесия сила тяжести уравновешивается
выталкивающей силой. Если ареометр глубже погружен в жид-
кость, выталкивающая сила становится больше силы тяжести,

зі --г- 1 ___ із

і ні тп- шт-1

1_ъ_ 7 ' _

Рис. 7
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Рис. 8

возникает равнодействующая сила, направленная вверх.
Пройдя по инерции положение равновесия, ареометр оказы-
вается погруженным в жидкость меньше, чем это нужно для
равновесия, возникает равнодействующая сила, направленная
вниз. Таким образом, изменение выталкивающей силы выпол-
няет роль возвращающей силы:

АРМ, = _ р3А\/= _ рдЅх

(знак «минус» говорит о том, что изменение выталкивающей
силы противоположно изменению объема погруженной части
ареометра). Следовательно, в этом случае Іг=р3Ѕ, поэтому

д/тп / т
7.1211 її2Л

Р8

Задача 5. Математический маятник длиной І укреплен на
тележке, скатывающейся без трения с наклонной плоскости
с углом наклона ос. Найдите положение равновесия маятника
и период его колебаний.

Поскольку маятник находится на тележке, скатывающей-
ся с наклонной плоскости с ускорением а=3віп а, то его по-
ложением равновесия будет положение, при котором маятник
движется относительно плоскости с тем же ускорением а, что
и тележка. На шарик действуют две силы: сила тяжести
тё и сила натяжения нити Т. Равнодействующая Е этих
сил в положении равновесия и должна сообщить шарику
ускорение а:_ п

І-`=та=т3 віп а.
Из рисунка 8 видно, что это возможно только в том случае,
когда нить маятника перпендикулярна наклонной пло-
скости.

ИТЗК, СОСТЭВЛЯЮЩЗЯ СИЛЫ ТЯЖЕСТИ ВДОЛЬ ПЛОСКОСТИ, рЗВ-
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ная ту віп ос, должна обеспечить маятнику ускоренное дви-
жение по наклонной плоскости. Сила натяжения, всегда пер-
пендикулярная к траектории движения шарика относительно
тележки, тоже не может выступать в роли возвращающей
силы. Поэтому остается одна сила _ составляющая силы
тяжести, перпендикулярная плоскости и равная ту сова.
Можно сказать, что маятник совершает колебания как бы
в ином поле тяготения с ускорением свободного падения
31=3_ сов а. Период таких колебаний равен

т=2л\/% =2л 1/525..

Упражнения
І. Математический маятник, состоящий из нити длиной І=243 см

и стального шарика диаметром а=4 см, совершает гармонические
колебания с амплитудой х0=І0 см. Определите скорость шарика при
прохождении положения равновесия и наибольшее значение возвращаю-
щей силы. Плотность стали р=7,8 г/смз.

2. Тело массой М, скрепленное с пружиной, совершает колебания
с амплитудой хо на гладком горизонтальном столе. В тот момент,
когда тело проходит положение равновесия, на него сверху падает
и прилипает к нему кусок пластилина массой т. Какой станет
амплитуда колебаний?

З. Груз, подвешенный на невесомой пружине, колеблется с ча-
стотой \›=0,4 Гц. Каковы будут частоты колебаний того же груза
на двух таких пружинах, если один раз они соединены последо-
вательно, а другой раз параллельно (рис. 9)?

4. Горизонтальная подставка совершает в вертикальном направле-
нии гармонические колебания с амплитудой хь. Какой должна быть
максимальная частота этих колебаний, чтобы лежащий на подставке
предмет не отделялся от нее?

5. Лифт поднимается вверх сначала с ускорением ад в течение
времени 1,, затем с ускорением _ аг в течение времени 12. В лифте
находится математический маятник длиной І. Сколько колебаний он
совершит за время движения? -



СИСТЕМЫ ОТСЧЕТА В МЕХАНИКЕ _

А. Черноуцан

Проплывая на лодке под мостом А, рассеянный человек
уронил в реку шляпу, но, не заметив этого, продолжал
грести против течения. Через І5 минут, обнаружив пропажу, он
развернул лодку и, гребя в том же темпе, догнал -шляпу
под мостом В, удаленном от моста А на 1 километр. Какова
скорость течения реки?

Отнюдь не случайно разговор о системах отсчета мы на-
чали с этой очень старой и уже ставшей классической задачи.
Она наглядно иллюстрирует тот факт, что удачный 'выбор
системы отсчета (СО) существенно упрощает, а иногда и де-
лает просто устным решение многих физических задач.

Действительно, чтобы найти скорость течения в нашем при-
мере, надо узнать, сколько времени заняло движение шляпы
между мостами (поскольку скорость шляпы равна скорости
воды). Перейдем в СО, связанную со шляпой. В ней вода не-
подвижна, а скорость движения лодки в обоих направлениях
одна и та же. Значит, время движения лодки назад, к шляпе,
равно времени движения от шляпы, т. е. 15 минутам. Тогда
общее время между потерей и поимкой шляпы 30 минут, и ско-
рость течения І км/0,5 ч=2 км/ч.

При переходе из одной СО в другую многие физические ве-
личины, описывающие механическое движение тел, например
скорость, ускорение и т. п., изменяются. При этом выпол-
НЯЮТСЯ ИЗВЕСТНЫЕ ЗЭКОНЬІ СЛОЖЕНИЯ СООТВЕТСТВУЮЩИХ ВЕ-

ЛИЧИНІ

51 =512+52. дн =ё12+52-
_. -0

Здесь од (ад) _ скорость (ускорение) тела І относительно не-
подвижной СО (чаще всего _ земли), от (ат) _ скорость
(ускорение) тела 1 относительно тела 2, с которым связана под-
вижная СО, 02 (аг)-скорость (ускорение) подвижной СО_ от-
носительно неподвижной.
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А теперь рассмотрим несколько конкретных задач. Снача-
ла _ из кинематики. Заметим, что в рамках кинематики все
СО (покоящиеся, движущиеся равномерно или ускоренно,
вращающиеся и т. д.) равиоправны; выбор 'СО определяется
удобством и здравым смыслом. Однако мы ограничимся только
поступательно движущимися СО.

-ь

Задача І. Скорость течения реки и, скорость лодки в стоя-
чей воде авт... Какой курс должен держать человек в лодке,
чтобы 'течение снесло ее как можно меньше?

Понятно, что здесь разумно обсуждать две СО.Требование
обеспечить наименьший снос имеет отноше_ние к СО, связанной
с землей,_ угол между скоростью лодки е и перпендикуляром
к линии берега должен быть минимальным. В СО, связанной
с водой, задана величина скорости от лодки и требуется
найти направление этой скорости, например _ угол сх между
скоростью и перпендикуляром к линии берега. Ведь «держать
курс» означает задавать направление корпуса лодки, а оно
совпадает с направлением скорости лодки в той СО, где вода
неподвижна.

В условии задачи ничего не сказано о соотношении ве-
личин и и сот... Рассмотрим два варианта.

-І) сьт..>и. В этом случае удается обеспечить движение
лодки перпендикулярно берегу (сноса нет вовсе). Запишем
закон сложения скоростей:

-О -О Ч.

О ї 0оти+ и

и изобразим его на рисунке І. Из прямоугольного треугольника
получаем

віп а= __*і_ _
ООТІІ

2) иьтн< и. Равенство, выражающее закон сложения скоро-
стей для этого случая, изображено на рисунке 2. При изменении
курса конец вектора ет.. описывает полуокружность. Мини-
мальный угол между вектором 5 и перпендикуляром к линии
берега соответствует условию, что этот вектор касается полу-
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окружности. Отсюда _ получаем

віп а= Ц”Ц .

Итак, при со-м>ивіпа=и/еотн; при 1›ьтн<ивіпа=о.,,../и.
Задача 2. Из двух точек, расположенных на одной высоте

п над землей на расстоянии І друг от друга, одновременно
бросают два камня: один вертикально вверх со скоростью
см, другой горизонтально со скоростью иь. Каково минималь-
ное расстояние между камнями в процессе движения? На-
чальные скорости камней лежат в одной вертикальной
плоскости.

При рассмотрении свободного падения нескольких тел
удобно использовать СО. связанную с одним из этих тел. В ней
все остальные тела будут двигаться прямолинейно и равно-
мерно (сопротивленис воздуха мы не учитываем). Этот прием
часто называют «методом барона Мюнхгаузена›› (вы поняли _
почему?). Воспользуемся им.

Выберем СО, связанную с первым камнем. Тогда движение
второго камня будет прямолинейным и равномерным (а2т=

Еіг 5, Ё-0) со скоростью
і ні і

иотнг-02*_иЬ

Наименьшее расстояние между камнями легко найти из ри-
сунка 3:

(1=1ЅіП (І.=
Х/0%-І-02

Заметим, что наибольшее сближение камней произойдет
через время

і_Ісова Ісова *_ Іи2_
иотн 1/иї+иЁ иї_'-0:2

0, І
/--ї^і-\

_____. Е а ¦-01

сі // 0-----У

/г І

Рис. 3



Необходимо, чтобы к этому моменту первый камень не упал
на землю, т. е. должно выполняться условие

-›--'Щ Х/7ш+1›їё< 'Е
Возникает такой вопрос: минимальное расстояние между

камнями найдено нами в СО, связанной с летящим камнем;
может быть, в СО, связанной с землей, ответ будет дру-
гим? Нет, это не так. Расстояние между двумя движу-
щимися точками относится к так называемым инвариантным
величинам, т. е. величинам, значение которых не изменяется
при переходе из одной СО в другую. Вот примеры других ин-
вариантных в классической механике величин: интервал времени
между событиями, размеры предметов, их ориентация в про-
странстве и т. д.

Перейдем теперь к задачам динамики. Здесь круг «раз-
решенных» СО резко сокращается. Так как правила действий в
неинерциальных СО выходят за рамки школьного курса, мы
вынуждены ограничиться только инерциальными СО. В любои из
них мы можем пользоваться привычными для нас законами
НЬЮТОН8 И ЗЗКОНЗМИ СОХРЗНЕНИЯ ЭНЕРГИИ И ИМПУЛЬСЗ.

Задача 3. Тележка массой М и длиной 1 стоит на гладкой
горизонтальной плоскости. На тележке находятся два человека,
массы которых тд и ть. На какое расстояние переместится
тележка, если эти два человека поменяются местами?

С одной стороны, нас интересует перемещение тележки
относительно земли; с другой _ нам известны конечные
перемещения людей не относительно земли, а относительно
тележки. Как же быть? -

Будем считать, что движения всех тел _ и людей, и те-
лежки _ равномерные, и перейдем в СО, скорость которой
равна скорости тележки от в некоторый момент времени.
Относительно этой СО начальная скорость всех тел равна _вт.
Запишем для замкнутой системы «тележка _ люди» закон со-
хранения импульса:

* 0т(т1 + иіотнті + 02отнт2-

ДОМНОЖИВ ЭТО УРЭБНЄНИЄ На АЁ, НЗИДЄМ СВЯЗЬ МЕЖДУ СООТ-

ВЄТСТВУЮЩИМИ ПЄРЕМЄЩЄНИЯМИІ

Ѕт(тІ + -5Іот|1тІ'_52отнт2-

Очевидно, такая же связь будет и между полными перемеще-
ниями за время движения. Учитывая, что в|,,т.,=І и $20т,.= -І,
І06



получаем

Ѕ___т21-т.І _! тг-т.
Т т|:|'т2'Т'м т1+т2+РМ'

Эта задача легко решается также и в СО, связанной с
центром масс системы (убедитесь в этом самостоятельно). На-
помним, что координаты и скорость центра масс находятся
по формулам

хЦ____ т|Х|+т2Х2+...+т,.Х,. З
__ _'___ў __ Й

1711-І-1713-І-...-4-Ґпд

.-_ _. _.

5 __ +т;1ирд

Ц т|+пІ2+...+тр| .

Из второго равенства видно, что, если система тел замкнута,
'скорость центра масс остается постоянной. Поэтому СО, свя-
занная с центром масс замкнутой системы, является инерциаль-
ной. Полный`импульс системы тел в этой СО в любой момент
равен нулю.
' Воспользуемся СО, связанной с центром масс, для решения
следующей задачи.

Задача 4. По гладкой горизонтальной плоскости движутся
два маленьких тела, связанные невесомой и нерастяжимой
нитью длиной 1. В некоторый момент времени тело массой тд
покоится, а тело массой тд имеет скорость 5, направленную
перпендикулярно нити (рис. 4). Найдите натяжение нити в
этот момент.

Центр масс данной системы тел находится на нити на расстоя-
нии Нд =т2І/(тд -1-тг) от первого тела и движется относительно
плоскости со скоростью и..=т2и/(тд +гп;_›). Выберем СО, в кото-
рой центр масс покоится. В ней тела тд и ть совершают равно-

тг
тД.

Ё1. “~°

// он 0
ті

тя

ъх-*^'0Іотн д20тн

Р
тт

Рис. 4
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мерные движения по окружностям вокруг неподвижного центра
масс, при этом скорость первого тела равна по величине од.

Согласно второму закону Ньютона, стїла натяжения нити,
действующая на первое тело, равна

2

/:==т1?Ё.

откуда, подставляя выражения для Н, и 0.1, находим оконча-
тельно

Р_ ГТНГП202

(ГП1-І-ГП2)1 І

Во многих случаях при переходе в СО, связанную с центром
масс, решение задачи настолько упрощается, что имеет смысл
сначала перевести все данные задачи в эту СО и получить
результат, а потом вернуться в исходную СО. В качестве приме-
ра рассмотрим две задачи об абсолютно упругом ударе
шаров.

Задача 5. Два шара с массами т. и ть, движущиеся
со скоростями от и 02 соответственно, испытывают абсолютно
упругий лобовой удар. Каковы будут скорости шаров после
удара? '

В СО, связанной с центром масс, полный импульс шаров ра-
вен нулю как до, так и после удара. Легко догадаться, что
оба закона сохранения _ импульса и энергии _ будут
выполняться, если просто поменять направления скоростей
шаров на противоположные.

Начальные скорости шаров в СО центра масс равны

П* т т О--0иІ=и!_0Ц=дІ___ 1_*1~Н+ 202 _ 2(| 2)
т|+т2 т1+т2 '

Щ: т1(02-01),
т1+т2

8 КОНЄЧНЫЕ СКОРОСТИ РЗВНЬІ

и1= -и., иЬ= -и2.

Тогда конечные скорости шаров относительно земли есть

и1_и1+0 _ т2(0|:ў_1{2) + т|Щ+т202 (ІІЦЙ-%т2)0|+2т2°'3_ Ц , , ,
т1+/712 т1+т2 т1+т2 '

т -т и- 2т ииё=иЬ+иІІ_( 2 ўіў) 2+'ІІ'

тт+т2
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Рис. 5 _

Задача 6. Шар массой тп. налетает со скоростью сд на покоя-
щийся шар массой тд (т2<т.). На какой максимальный угол
может отклониться шар гпд при ударе? Шары абсолютно упру-
гие и гладкие.

В СО центра масс (рис. 5) шары сближаются со скоростями
-4- зі

- - - -° то ти
Ц|=0|_'0ц'=0|- - [Ь--* -_::-'-т›+т:› тт+т2`

_. т :'и2___ 101,
т1+т2

при этом

т1Ы|=-*_т2Ц2.

В РЕЗУЛЬТЗТЕ НЕЦЕНТРЗЛЬНОГО УДЗРЗ СКОРОСТИ ШЗРОВ СОХРЭНЯТ

ПРЕЖНИЕ ЗНЭЧЕНИЯ И ОПЯТЬ ОУДУТ НЗПРЗВЛЕНЫ ПРОТИВОПОЛОЖ-
НО ДРУГ ДРУГУ:

Ыї=Ы1. Ы5=и2, т1и1= _т2йЬ.
-ЦІО

Однако вектор конечной скорости первого шара иї будет повер-
нут относительно вектора его начальной скорости на некоторый
угол сх. В зависимости от взаимного расположения шаров в мо-
мент удара этот угол может изменяться от нуля (легкое касание
шаров) до 180° (лобовой удар). Возможные положения конца
вектора 111 лежат на окружности радиусом иї (рис. 6); Конечная
скорость первого шара относительно земли равна и1=и1-1-од.
Максимальный угол между векторами 01 и си получается в том
случае, когда вектор 01 касается окружности. Отсюда находим

0; іщ.

4
ОЦ

Рис. 6
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искомый угол Э,,,а,,:

Ѕіпе _ Ц| __ 171201 _ т|01 _ўт2

таз 011 тІ+т2' тІ+т2 РР ті ,

9 = агсвіп 1-п-Ё.Ітах ті

Упражнения

І. В тот момент, когда начинается свободное падение тела, че-
ловек бросает камень, стремясь попасть в падающее тело. Какой должна
быть для этого начальная скорость камня (угол с горизонтом и мо-
дуль), если тело перед падением находилось на высоте п и на расстоя-
нии І от человека (рис. 7)?

2. Маленький грузик подвешен на нити длиной І. С какой скоро-
стью надо перемещать точку подвеса в горизонтальном направлении.
чтобы грузик совершил полный оборот?

3. Притягиваясь по закону всемирного тяготения, две звезды
ДВИЖУТСЯ ПО КРУГОВЫМ ОРОИТЗМ, ОСТЭВЗЯСЬ ВСЕ ВРЕМЯ На РЭССТОЯНИИ 1!
друг от друга. Найдите период вращения такой двойной звезды, если
ее масса М.



кинвмлтичвскив связи
В ЗАДАЧАХ ДИ НАМИ КИ

А. Черноуцан

В задачах по механике часто встречается ситуация, когда
ДВИЖЕНИЕ ТЕЛ НЕ ЯВЛЯЕТСЯ СВОООДНЫМ. ОГРЗНИЧЕНИЯ МОГУТ СО-
здавать твердые поверхности, нерастяжимые нити, жесткие
стержни и т. П. В простейших случаях мы учитываем
подобные ограничения автоматически, часто даже не оговаривая
их существования. Например, ускорение тела на плоскости
мы направляем вдоль плоскости (учитывая наличие твердой
поверхности), скорости буксира и баржи считаем одинаковыми
(принимая во внимание присутствие нерастяжимого троса) и т. д.
Однако иногда возникает необходимость выразить эти ограниче-
ния в виде специального уравнения, которое мы будем
называть «кинематической связью». Начнем с такой задачи.

Задача І. Найдите ускорения призмы массой ті и куба
массой тг, изображенных на рисунке І, а. Трением пре-
небречь.

Запишем второй закон Ньютона для каждого тела (в про-
екции на направление, совпадающее с соответствующим уско-
рением):

тдд-А/віпа=т.а|, (І)

А/сова=т2а9. (2)
у 7

/ 0'ПІ

;1'ї,1-_.-~і,Ё_;=, _? ті *_
_ -_ -н ,._\_' ;' . ~-.,уг--1 -= 11; 5*

а * м-. » 9 ,. ~-Ґ. - :

( 2
\.|

1 --<~-КУ 1-ЁҐ'*а**:1 1 Мъ:_ д '_ |_ \ (-

-т--влад ; . - ~. - - .- «-
її ' -ть Ё ,Ё -ні _ ў_ї-5.2-* ~'-.- Ж

-› - .

"“.,1,.

І:І";';'-\^-4- =›-їїс*дїы 5:-цуп.

чёчттз,:<
ет`ь̀.

_:сд*

д'&;-Рїїід-э`. _' .1_.: ';;.г,їЬ

МС!

__С!

Д л

а› ““*“° а›
Рис.!
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Мы учли, что по третьему закону Ньютона Ё/'12= -І721,
т. е. А/12=/\/21=/\/. Написанные два уравнения содержат три не-
известных. Третье уравнение - кинематическая связь между
а. и а2 - должно отразить тот факт, что куб и призма остают-
ся все время в контакте друг с другом. Это можно сделать
несколькими способами.

І) Рассмотрим два близких положения системы, разделен-
ные промежутком времени А! (рис. І, б). В треугольнике АВС
сторона АВ равна перемещению призмы Ах., а сторона ВС -- Пе-
ремещению куба Ах;_›. Имеем

Ах;›==Ах1І3а.

Разделив обе части равенства на Ш, получаем

и2=и1'[@ов.

ТЭК КЗК ЭТО СООТНОШЄНИЄ СПРЗВЄДЛНВО ДЛЯ ПРОИЗВОЛЬНОГО МО-

МЄНТ8 ВРЄМЄНН, НЗ НЄГО СЛЄДУЄТ ИСКОМОЄ СООТНОШЄНИЄ

С12=а|ЁЄСЪ.

Такой метод получения кинематической связи будем называть
прямым.

2) Другой способ основан на переходе в такую систему
отсчета, где условие контакта становится тривиальным. В сн-
стеме отсчета, связанной с призмой (см. рис. І, 6), скорость
куба гїотн направлена вдоль ее поверхности, т. е. под углом ов
к вертикали. Записывая закон сложения скоростей

02їі,ОТН+ї).І9

из соответствующего векторного треугольника получаем

о2=о;і3а, а;›=а|ї3а.
Решаем совместно уравнения (І) - (3) и находим

з СШ. -
Щ 8 тд-|-т2132с1 '

_ ___т.1 оп
'а2_Ет1 '

В этой задаче второй метод выглядит несколько искусствен-
но. Однако в некоторых случаях именно правильный выбор
системы отсчета позволяет существенно упростить проблему
кинематических связей. Вот - пример.

Задача 2. Клин высотой І1 с углом наклона от. стоит на гладкой
горизонтальной плоскости (рис. 2). Масса клина т,. С вер-

ІІ2



М~21 ,_
а' -=;±*3Ё'т~'.:=т-1. .› ,_ .- '-. _-,,,'__

*_ - _-ь. -€Ё~=- +.,д^'1ы.;- 9,?-енг 1, 'зи
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шины клина начинает соскальзывать без трения брусок мас-
сой т2. Найдите ускорение клина и время соскальзывания
бруска.

Начнем со второго закона Ньютона. Запишем его для клина
в проекции на горизонтальное направление, а для бруска _
пока что в векторной форме:

А/зіпа=т,а., (4)
/Ч21-Р т;›Ё= т252. (5)

Как и раньше, /Ё7|2=-Ё721, /\!12=1\/2.=/\/. Выбор направления
осей для бруска связан с решением вопроса о кинематической
связи.

Кинематическая связь между ускорениями должна отразить
тот факт, что в процессе движения брусок все время остает-
ся-на поверхности клина. Записать это в виде прямого урав-
нения оказывается непросто. Вместо этого перейдем в систе-
му отсчета, связанную с клином. В этой системе скорость бруска
501.. и его ускорение Бон. направлены вдоль клина. Тогда из закона
сложения скоростей :Ё2= 5,,т,.+ 51 получаем закон сложения уско-
рений (см. рис. 2)

Т _. _. -0

Ц2=00тн+а|.

Отсюда видно, что от неизвестных ат и аг удобнее перейти к
неизвестным ат и ат, решив тем самым проблему кинематиче-
ской связи. Подставляя равенство (6) в уравнение (5) и проек-
тируя это уравнение на направления вдоль поверхности клина
и перпендикулярно к ней, получаем

ҐП22 ЅЁП СІ=т2(аотн_'а1 С05 55)»

А/-т23 соз а= --тгат віп а. (5”)

Из уравнений (4), (5') и (5”) находим

аІ_ 8_тдзіпо:созоь а ЧЕ (т.+гЩ)зіпа
т. +т2зіп2а ' Ш" тд -і-тгзіпг ов `

НЗ



Для ответа на второй вопрос задачи нам не надо искать ад,
так как время соскальзывания выражается как раз через ат:

а0Т:<Іі2 __ Й.

2 П зіп*а'

Ґ: _, / 2:1 _ = Х/2п(т. +т25іп*<1)
ао-..зіп сх (т1+т9);;5іп1оъ `

Как уже говорилось, ограничение на движение может опре-
деляться не только прямым контактом рассматриваемых тел, но
и наличием в системе соединительных элементов -_ стержней,
нитей и т. п. В большинстве случаев, даже если в условии это
не оговорено, соединительные элементы считаются идеальными,
т. е. нити - невесомыми и нерастяжимыми, стержни -
невесомыми и абсолютно жесткими, для блоков кроме неве-
сомости предполагается также отсутствие трения на оси.
(На самом деле слово <<неве'сомый›› означает, что масса данного
элемента пренебрежимо мала по сравнению с массами других
тел системы, слово <<нерастяжимый›› _- что удлинение элемента
мало по сравнению с перемещениями тел системы и т. д.)
Перед тем как разбирать конкретные примеры, выясним, что
слёдует из идеальности соединительных элементов. Рассмотрим
три частных случая.

1) Невесомость нити. Напишем второй закон Ньютона для
участка нити массой Атн (рис. 3, а):

Т] *_ а.

Отсюда

Так как Ат,,=0, то Т1=Т;;, т. `е. сила натяжения не меняется
вдоль нити.

2) Невесомость подвижного блока и отсутствие трения на его
оси. Для раскручивания невесомого блока, в котором нет тре-
ния, не нужен врашательный момент. Из этого следует, что
натяжение одной и той же нити по обе стороны блока одинаково
(рис. 3, б), кроме того, Т2-2Т\=0, т. е. Т2=2Т.. _

3) Невесомость стержня. Это условие означает, что сумма
сил и сумма моментов сил, действующих на стержень, равны
нулю. Например, если к стержню приложены две силы, то они
равны по модулю, противоположны по направлению и дей-
ствуют вдоль стержня (рис. 3, в). (В отличие от нити, стержень
может быть не только в растянутом, но и в сжатом состоянии.)

Нерастяжимость и жесткость нитей и стержней приводит к
появлению кинематических связей, которые мы разберем отдель-
но в следующих задачах.
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Задача 3. Найдите ускорения грузов массой тд и т2
после перерезания верхней нити (рис. 4). Нити и блок считайте
идеальными.

Выберем положительное направление Оси вертикально вниз
и запишем второй закон Ньютона для обоих тел:

Т+т|8=т1О1,

тгд-2Т=т;›а;_› (8)

(мы учли свойства блока и нити, описанные выше).
Для нахождения кинематической связи между ад и ад приме-

ним, как мы его назвали, прямой метод. Запишем длину нити в
ВНДЄ . '

І=х2-І-лії-І-(хг-хд),

где хд - координата груза массой тд, хг - координата центра
блока, К - его радиус, и учтем, что длина нити при движении
грузов не изменяется. Тогда для перемещений грузов получим
соотношение

2Ах2-Ах. =0,
ОТКУДЗ

202_0| =0,

2а2_(1|

Решая уравнения (7) - (9) совместно, находим

_ _ 2(т2-ідїтъ)ат-2а2 9 т2+4тІ _
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(Обратите внимание на то, что а1>д. Подумайте, почему
получился такой ответ.)

Задача 4. Невесомый стержень с одинаковыми грузами мас-
сой т на концах шарнирно закреплен на оси, которая делит его
длину в отношении 2:1 (рис. 5). Стержень удерживают в го-
ризонтальном положении и в некоторый момент освобождают.
Найдите ускорения грузов сразу после этого, а также давление
стержня на ось в этот момент.

Запишем второй закон Ньютона для грузов, выбрав положи-
ТЄЛЬНЬІЄ НЗПРЗВЛЄНИЯ ОСЄЙ В СТОРОНУ СООТВЄТСТВУЮІЦНХ

ускорений:
т2~-~1.=тС1|. (10)
А/2--т3=та2, (Н)

где /\/1 и /\/2 -- силы, действующие На грузы со стороны
стержня. Так как сумма моментов сил, действующих на неве-
сомый стержень, равна нулю, то

2 !
А/І°Е'1ї~2°-5-Іїо,

где І _ длина стержня. Отсюда

~2ї2~|.

Осталось записать кннематическую связь между ад и аг.
Для этого изобразим на рисунке 5 положение стержня через
малый промежуток времени Ш после начала движения. Из подо-
бия получаем

Х1==2Х2.

откуда '

01-"'=2'и21

(11=2(12.

ІІ6 `



Решая совместно уравнения (10) -- (13), находим

(11 =2(1«;›= Ё-8,

/~ь=2~1= Ётд.
Так как сумма сил, действующих на невесомый стержень,
равна нулю, то сила реакции оси (равная по модулю силе
давления на ось) равна

А/=^/1+~2= Ё-тд.

Во многих задачах, рассчитанных на применение закона
сохранения энергии, требуется найти скорости тел к опре-
деленному моменту времени. В этом случае надо установить
кинематические связи не между ускорениями, а между скоростя-
ми тел. При решении таких задач полезно использовать
тот факт, что полная работа, совершаемая любым идеаль-
ным соединительным элементом, равна нулю. Физическая при-
чина этого состоит в том, что в таком элементе не может
запасаться никакая энергия - ни кинетическая (его масса равна
нулю), ни потенциальная (элемент не деформируется).

Последнее утверждение требует пояснения. Может показать-
ся, что даже при малой деформации очень жесткого стерж-
ня (или другого элемента) потенциальная энергия его дефор-
мации Ігхг/2 может быть велика - ведь она пропорциональна
жесткости стержня Іг. Но если. учесть, что сила Р=Ігх, возни-
кающая при деформации, остается конечной при Іг-›оо
(она определяется движением тел, закрепленных на стержне),
то потенциальная энергия Р2/(2Іг) при больших Іг оказывается
очень малой. _

Задача 5. Груз массой М сначала удерживают на уровне
блоков, а затем освобождают (рис. 6). Считая нити и блоки

__:І _Г“'Ії ї __
\.Т.І

1 І.Н:т ц т тд
/:' іп
г"-1 (1 М г'-1
І._І \_4

и\

1/

Рис. 6
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идеальными, размеры блоков малыми по сравнению с расстоя-
нием 21 между ними, а массу т грузиков, висящих на концах
нитей, известной, найдите скорость груза в тот момент, когда
нити составляют угол сх с вертикалью. Полученный ответ иссле-
дуйте.

Эта задача по своему уровню несколько выходит за преде-
лы задач, предлагаемых обычно на вступительных экзаменах
в вузы. Однако знакомство с ней для абитуриентов ока-
жется небесполезным.

К рассматриваемому моменту груз массой М опустился на
Н=Іс13а, а грузики массой гп поднялись на І1=І/зіпа--І
каждый. Согласно закону сохранения энергии,

2 2

М;-1-2%Ч--МуН+2т,<;І1=0. (14)

Для того чтобы найти связь между и н У, можно, например,
применить прямой метод. Из рисунка 6 имеем

І”-1-Н2=[,2.
Дифференцируя по времени (и учитывая, что І'=0), находим

2Н-Н'=2Ь-[.'.
Так как Ь'=о, Н'=\/, Н/[.=со$ а, то получаем искомую
связь:

и=1/сова. (15)

Однако проще получить это соотношение из следующих сообра-
жений. Раз расстояние Ь от груза массой М до блока в рассмат-
риваемый момент увеличивается со скоростью о (с такой ско-
ростью вытягивается нить), то проекция скорости 1/ этого
груза на направление нити должна быть равна и. Учитывая,
что скорость 1/ направлена вертикально, получаем уравне-
ние (15).

Из уравнений (14) и (15) находим

_ Мсоза-1-2т(5іпо:-І)
У--\/28! (МО-(4 2т сов? оъ)5іп а `

Выясним, будет ли центральный груз все время опускаться
(мы считаем нити очень длинными) или при каком-то ов
он остановится и начнет подниматься. Уравнение 1/=О (усло-
вие остановки) преобразуется к виду

оп 2т-М
*®2_2т+м~
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т. е. остановка и обратноедвижение грузов происходят только
при М<2т. Если М>2т, то центральный груз будет все время
перевешивать и его скорость будет неограниченно возрастать
(1/-›-оо при а-+0 _ проверьте это сами). Если же М=2т,
то при опускании центрального груза система все ближе под-
ходит к равновесию, ускорения грузов стремятся к нулю, а их
скорости _ к предельному значению 1/0,, =\/Е; (убедитесь В этом
самостоятельно).

Хотелось бы обратить внимание на то, что при использова-
нии закона сохранения энергии сила натяжения нити вообще не
вошла в расчеты.

Последний пример иллюстрирует методы получения кине-
матических связей для твердых стержней (или других твердых
связей). Напомним, что при движении твердого тела расстояние
между любыми двумя его точками не изменяется.

Задача 6. Невгсомый стержень длиной І с двумя грузами,
каждый массой т, на концах соскальзывает по сторонам прямого
двугранного угла, одна сторона которого горизонтальная, а дру-
гая _ вертикальная. Найдите скорости грузов в тот момент, ког-
да стержень составляет с горизонтом угол ос. В начальный мо-
мент стержень находился в вертикальном положении и грузы ка-
сались стенок угла. Трением при движении пренебречь.

Заметим, что эта задача, как и предыдущая, несколько вы-
ходит за рамки задач, предлагаемых обычно на вступительных
экзаменах.

Пусть в интересующий нас момент верхний (второй) груз
находится на высоте

у=І віп а.
Тогда из закона сохранения энергии получаем

тд (1_-у)=$-рїїё. (16)

Для нахождения кинематической связи можно применить
прямой метод, как это было сделано в предыдущей задаче
(проделайте это сами). Однако быстрее и нагляднее кинема-
тическая связь получается из таких соображений. Раз расстояние
между грузами остается неизменным, то в каждый момент
скорость, с которой нижний (первый) груз «удаляется» от
верхнего (второго), равна скорости, с которой второй груз
«приближается» к первому. Иначе говоря, проекции скоростей
грузов на стержень в любой момент времени одинаковы:

о|созов=о2 зіп ов. (17)
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Из равенств (16) и (17) находим искомые скорости грузов:

ш= т/23!зіп9 св (1_Ѕіп а)
и

и2=\/231 соз2 а (1_зіп а).

В кинематике твердого тела часто используется «разложе-
ние» сложного движения на поступательное и вращательное.
Чтобы продемонстрировать этот метод, применим его для полу-
чения кинематической связи (17).

 В системе отсчета, связанной с первым грузом, стержень
совершает чисто вращательное движение. Значит, в этой системе
скорость второго груза 50,., направлена перпендикулярно стерж-
ню. Используя закон сложения скоростей

ї -О -О

02=0ь+н+ 01,

и получаем соотношение (17).

Может показаться, что найденные выражения для скоростей
грузов дают полное решение задачи. Однако здесь имеется
поучительный подвох.

Решение было бы полным, если бы второй (верхний) груз
не мог оторваться от вертикальной стенки.(Для этого можно
было бы, например, насадить грузы на гладкие штанги, а стер-
жень присоединить к ним шарнирно.) В нашем же варианте
задачи при некотором угле произойдет отрыв второго груза
от вертикальной стены, после чего найденный ответ будет не-
применим. Дело в том, что горизонтальный импульс системы
определяется только движением первого груза, скорость кото-
рого, в соответствии с выражением для от, до некоторого угла
возрастает, а потом начинает убывать. Это означает, что в ка-
КОЙ-ТО МОМЄНТ ДОЛЖН8 ИЗМЄНИТЬ НЗПРЗВЛЄНИЄ ВНЄЦІНЯЯ ГОРИ-

зонтальная сила, действующая на систему. Но есть только одна
горизонтальная сила _ сила реакции вертикальной стенки,
которая при всем желании не может изменить свое направле-
ние. Таким образом, в тот момент, когда реакция стенки обра-
тится в ноль, произойдет отрыв второго груза от стенки. Диф-
ференцируя выражение для от по времени, находим, что ско-
рость ст максимальна при зіп а=2/3. Следовательно, при угле
а=агсзіп (2/3) стержень оторвется от вертикальной стенки.
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Упражнения

1. Найдите ускорения стержня и клина, изображенных на рисунке 7.
Трения нет.

2. Найдите натяжение нити в системе, изображенной на рисунке 8.
З (для любителей каверз и ловушек). Чему равны ускорения грузов

в системе, изображенной на рисунке 9? `
4. Найдите ускорение клина на рисунке 10. Трения нет. Указание.

Примените метод, использованный при решении задачи 2 в статье.



ОТВЕТЫ

Кинематика

І. т _ "/Ёп ї “:(п_[) , где 1=1 м.

1/2п -Т
2. 0()ї8

3 __\/ 3/1 сов ов
' “_ 215 а с*ов1Ёвіп"(|3Й_а) '

4. Концентрические окружности.

_7__--

І
. - -5,: 2 =_=- -1.. _,5 і_ _

\/сц+:›2_2що2 сов ов

Динамика материальной точки
І. Р_,=т(д-1-02/(2І.))ж9,6-106 Н.

2. Натяжение нити не изменится.

3. АР_,=(2и віп ос=500 Н.

4. І `\/2 _ 4т'+т2 е 2:5 с.
3 ть-2т;(віп ог.+ р сов оп)

Р

Силы трения и движение '

:'“9°!°"ЧТ"

-З
Рт,,<т3 віп от при а<агсІ3 и;
=р. тд сов ог. при о:> агсід р.
ата,,=р3; сила трения направлена так же, как и ускорение
А/=рти/11:83 кВт.
Выгоднее затормозить.
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Криволинейное движение
2І. |З=агссов%-=77°; нтах=2;[2_

. + 2
2. г-(0 с°5°°-дык) (знак <<-|-» в числителе соответствует за-

3-1-со/2

кручиванию диска по часовой стрелке, а знак «_» _ против
часовой стрелки).
3. от,,ж17 м/с; Ри 17 кВт.

Статика

І. р.>±3(оъ/2)=0,27.

2. ппш = 2г сід сх..

3. Ртіп = ту- _

4° 1-ігпіпттді.2+\/5
Закон всемирного тяготения

І. н ї КЗ.

2. - ( )2 (%) 3шз2о.

3. и,,,,,,=(\/2-1)-ўдддї/К. направление этой скорости совпадает
с направлением движения спутника по орбите.

Законы Кеплера и школьная физика

1. Тш89 мин.
2. Да, может.
3. В 2009 году.

Импульс. Закон сохранения импульса

1. о|=о+2и.

иг т и 22. . 2 (1 ),
02- М 0

3. и,,,,,,ш150О м/с (один осколоклетит в направлении полета
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снаряда, остальные _ в противоположную сторону).
4. Вертикальная проекция скорости шарика не изменится:
и.,,=свіпог., горизонтальная проекция будет равна
О __ о(М__т)сова
' м+т '

п5 и__и тсова
М+т°

6. Р= (то віп ос)/т.
7. Р=топ=80 Н.
8. Скорость большего шарика в \/2 раз больше скорости
меньшего.

Законы сохранения в механике

1. <;›=теН+
.2 -,г_2- -2. т|П12(І1+ь3 ў Цў|ъ.ў3(ОЅСС)-

2(т;+т2)

ПП)
3- /Ґ”-(ахї .

Х/1г(М+т)

Мод4. Н =__---.так 2Н(',И + т)

_ _ 2т23І(1_сова)
5' 0тах_ `\/ !и(М+,?І) -

Изменение механической энергии
1. І=/1/р.--Ь.

2* Рп1іп=1~'-8'(Ґп1 +
-1
" и

і3. І О
2|л3М+т'

4. о%і71(ї.'-ї)())2/2181

Гидростати ка

І. Ар=3р,,т3Ап ж 4 кПа.

2. н=п (-23.) 2% =т,2 см.
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3. т=р,,лі?2і1_М.

___ г\Г _ 24. 5- _6,25 см _

5. Сила давления увеличится.

Механические колебания
3

1. ш›=хь \/-_-,+15/2 =0.05 М/с: Гь=хьШЁ8І+:/2 -6,5-10"3

2. хгн =Хо

3. \7|=-У/`\%ёї0,28 \72 ГЦ_

4' Югпахї \/Ё/750

. М: Ґп т/2-1-01 Ґ2 т/Е-02.
5 2:1 І + 2:1 І

Системы отсчета в механике

. І1
Ц = ЗГСЅШТ.

2° дпъіп =

_ І3. Т-2лІ

Кинематические связи в задачах динамики
. 2 .т вт от пцзнтасова1.01=*2- -;3'- 2 ;а2-3- .-, г 2 1т.в1п ов-1-тгсов а т.в1п'а.-1-тгсов а

2 4П1|ГпўЁҐї13Ѕї_

° ї1т.т;;-|-т2(т;+т3)`

3. С11=(12='-Д.

_ твіпа
4' а_д М-1-2т(1*---сова)'
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